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1 Krivulje in ploskve

1.1 Parametrizacija krivulj

1. Naj bo f :— R zvezna funkcija. Krivulja C naj bo graf funkcije
G(f) =A{(=z, f(x);x € [a,b]}, Parametriziraj krivuljo C.

Resitev:

Parametrizacija je naslednja
7: [a,b] — R?
r — 7(x) = (z, f(z)), =€ a,b].
2. Krivulja C je lok na paraboli y = 2% med tockama (—1,1) in (1,1).
Parametriziraj krivuljo C.

Resitev:

Krivulja C je graf G(f) = {(z,2%),z € [-1,1]}. Parametrizacija je
torej naslednja
7:[-1,1] —» R?

r— 7(z) = (z,2%), xec[-1,1].
3. Krivulja C naj bo kroznica s polmerom R in s srediS¢em v koordina-

tnem izhodis¢u. Parametriziraj krivuljo C.

Resitev: Parametrizacija

¢ = 7(p) = (Rcosg, Rsinp), ¢ € [0,27).

4. Krivulja C1 naj bo zgornja polovica kroznice s polmerom R in s sredi¢em
v koordinatnem izhodis¢u in Krivulja Co naj bo spodnja polovica
kroznice s polmerom R in s srediséem v koordinatnem izhodis¢ Pa-

rametriziraj krivulji Cq in Cb.
Resitev:
Parametrizacija krivulje Cy:

1. nacin:

7:[-R,R] — R?
r— 7(z) = (x,VR*>—2%), x€[-R,R].
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2. nacin:

¢ = 7(p) = (Rcosp, Rsinp), ¢ € [0,7].

Parametrizacija krivulje Cs:

1. nacin:
7:[-R,R] — R?
x — 7(x) = (x,—V R?—2?%), xz€[-R,R).
2. nacin:

o = 7(p) = (Rcosp, Rsiny), ¢ € [, 27].

5. Krivulja C' naj bo desna polovica kroznice s polmerom R in s sredis¢em
v koordinatnem izhodis¢u in Krivulja Cs naj bo leva polovica kroznice
s polmerom R in s srediS¢em v koordinatnem izhodis¢ Parametriziraj
krivulji Cy in Cs.

Resitev:
Parametrizacija krivulje Ci:
1. nacin:
7:[-R,R] — R?
y—7y) = (VR -y%y), ye€[-R A

2. nacin:

¢ — 7(p) = (Rcosp, Rsing), ¢ € [—g, g]-

Parametrizacija krivulje Cs:
1. nacin:
7:[~R,R] — R?
y—y) =(-vVR*-y%y), ye[-RAR]
2. nacin:

3
@ — 7(p) = (Rcosp, Rsing), @€ [g, g

].
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6. Krivulja C' naj bo kroznica s polmerom R in s sredis¢em v tocki

(z0,Yyo). Parametriziraj krivuljo C.

Resitev: Parametrizacija krivulje C je

o = () = (w0 + Rcos @, yo + Rsing), ¢ € [0,27).

Opomba: Naj bo (z,y) = (zo + Rcosg,yo + Rsing). Kot ¢ je kot
med pozitivnim poltrakom, ki je vzporeden osi x z zacetkom v tocki

yo in poltrakom, ki gre skozi tocko (x,y) z zacetkom v tocki (zq, yo)-

7. Dolo¢i krivuljo, ki je podana s parametrizacijo

p—=7(p) = (2(¢),y(®))
= (4cosp,3sinp), ¢ € 0,27]

Enacbo krivulje zapisi tudi v implicitni obliki.

()

C y 2 2
torej krivulja je elipsa z enacbo 75 + %5 = 1.

Resitev: Velja

8. Krivulja C naj bo elipsa s sredis¢em v tocki (zg,yp) in polosema a in

b. Parametriziraj krivuljo C.

Resitev: Parametrizacija je

© = 7(¢) = (g + acos @, yo + bsing), ¢ € |0,27).

9. Poisci kaksno parametrizacijo krivulje K, ki je presek sfere z enacbo

22+ 9>+ 22 =1 in ravnine z + z = 1.
Resitev:

Krivulja K je kroznica-rob kroga, kajti presek dane ravnine in sfere
je krog. Izrazimo z: z = 1 — x, vstavimo v enacbo sfere, in dobimo
2+’ +(1-2)=1:

P+l +1 -2 +22=1,

1\2 1
22— = 2=_
<x 2) TV =5
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10.

11.

)2

1 2
4(95—) + 2% =1,
2
2
X
( s

N DO

= 1.

o= |

I E—

Pravokotna projekcija krivulje K v ravnino z = 0 je elipsa s sredis¢em

(%,0) in polosema a = % inb = \% Parametriziramo elipso, to je,

uvedemo koordinate z(¢) in y(¢) na naslednji nacin

) =~ + L eost
z(t) = 5 + 5 cost,

1
y(t) = —= cost.

V2
Tretjo koordinato z(t) tocke (z(t),y(t),2(t)) na krivulji K izrazimo z

z(t) in y(t) s pomocjo enacbe z = 1 — z. In dobimo parametrizacijo

1 t 2 1— t
b F(t) = (jw,[sm, 2) tei0.ml

Za dano parametrizacijo krivulje C,

1— t 2 1 t
s F(t) = (2 Y2 g, +2> e

poiscéi vrednost parametra tg, da velja

1 1 1
7 (to) =To | =, —=, = | -
T(O) 0(27\/§72>
Resitev: Veljati mora

1 — costy 1 N 1 1+ costy 1
—— =—, —sintg=—=, —— = —.
2 2 2 V2 2 2

Dobimo

Krivulja C naj bo daljica od tocke A do tocke B, kjer je A = (—1,2,0)
in B = (—7,2,8). Parametriziraj daljico C.

Resitev:
Parametrizacija
t—7(t)=7Fa+t(Fp—7a), te]0,1],
kjer sta 74 in 7'p krajevna vektorja do tocke A oziroma do tocke B.

t—7(t) =(-1,2,0)+t(—6,0,8), te]l0,1],



1 KRIVULJE IN PLOSKVE 8

12. Poiséi kaksno parametrizacijo krivulje C' v R?, ki je podana z ena¢bo
22 4 y% = 22,

Resitev:

C = {(v,y),2* +y* =2z}

Pretvorimo ena¢bo x2+y? = 2x v ekvivalentno obliko (z—1)2+y2 = 1.
Slednja enacba predstavlja kroznico s polmerom 1 in s sredi§¢em v v
tocki (1,0).

1. moznost parametrizacije:

Tocka (z—1, y) lezi na kroznici s polmerom 1 in s sredis¢em v izhodiscu.

Vpeljemo polarne koordinate

(o) —1=cosp, y(p)=sing, ¢cl0,2n].

Imamo torej parametrizacijo

¢ = 7(p) = (x(p), y(p)) = (L + cosp,sinp), ¢ € [0,27].

2. moznost parametrizacije:

Vpeljimo polarne koordinate

m™ T

z(p) = R(p)cosp, y(p) = R(p)sing, ¢€ [—57 5} ,

kjer se radij R(y) spreminja s kotom ¢. Pois¢imo R(y). Vstavimo

z(¢), y(¢) v enacbo kroznice 22 + y? = 2 in dobimo
R?(¢) cos® p + R(p)?sin” p = 2R(¢p) cos p,
R*(p) = 2R(p) cos ¢,
R(p) = 2cos .

Torej imamo parametrizacijo

. . ™ T
p = 7(p) = (2(9), y(9)) = (2cos’ p,2cos psing) , @ € [*5, 5} :
1.2 Tangenta na krivuljo
Enacba tangente na krivuljo 7= 7(t) v tocki 7 (to) je

R(\) =7(t) + A\ (t)), AeR,

Kjer je R(A) = (z(A),y(\), 2(\)) tocka na tangenti.



1 KRIVULJE IN PLOSKVE 9

1. Izracunaj enacbo tangente na

)

ocki (1,1,0).

(a) kroznico K z enacbo x? + y? = 1 v tocki (

%\

N—

. . . . — _ t 1 .
(b) krivuljo s parametrizacijo 7 (t) = (e , T Sint
Resitev:
(a) 1. nac¢in: Kroznico K parametriziramo na naslednji nacin:
p—+7(p) = (cosp.sing), € [0,2n)

Poiséimo g za katerega velja

3T

‘P()Zz-

(o) = (—sin ¢, cos @),
?(wo):<_’ >
i = (-7 75) (75 78)

2. nacin: Tocka ( et f) lezi na zgornji polovici kroznice. Da

Dobimo

poiséemo tangento v tocki (_ﬁ’ ﬁ) je dovolj parametrizirat
zgornjo polovico kroznice, kjer lahko uporabimo kar kartezicne

koordinate. Parametrizacija zgornje polovice kroznice je nasle-

r—F(x) = (x,/1—-22), xel-1,1].

Pois¢imo x( za katerega velja

dnja:



1 KRIVULJE IN PLOSKVE

Enacba tangente:

- 1 1
RN = <—\/§ﬂ) FALD),AER,

kjer je

10

Lahko pa tudi tudi zapiSemo enacbo tangente na graf funkcije

f, kjer je f(z) = V1 —2? v tocki (—%,%) Tedaj ¢'(z) =

—ﬁ in y’(—%) = 1 in enac¢ba tangente je

y=x+ V2
oziroma v vektorski obliki
R(\) = (0,vV2) +A(1,1), MeR.
Poisc¢imo tocko ty za katero velja
7(to) = (1,1,0).

Dobimo
to = 0.

. ¢ 1
7(t) = <e 7(1+t>2,cost> ,
?(tO) = (17_171)a
R(\) =(1,1,0)+A(1,-1,1), AeR.

ozitomazr —1=1—-y =z

2. Na krivulji, ki je podana s prametrizacijo

t—7(t) = (cos t,sint, et) )

dolo¢i vsaj eno tocko, v kateri je tangenta na to krivuljo vzporedna

ravnini

V3r+y—4=0.

Resitev: Normala ravnine je vektor (v/3,1,0). Tangenta na krivuljo

v tocki to ima enacbo

R\ = (x(V),y(A), 2(N)) = 7(to) + M(to), M €R.
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Is¢emo tocko tg, za katero velja

(to)t = 0.

F’(to) = (— sinto,costg,ef))
(— sinto,costo,eg) (\/5, 1,0) =0,
—\/§t0 + costg =0,

tant, L

antyg = —.
V3

Npr: tg = §. V tocki Ty = 7(to) = (cos%,sin%,e%) je tangenta

vzporedna z ravnino v/3z +y — 4 = 0.

1.3 Dolzina krivulje in naravna parametrizacija

Dolzina krivulje s parametrizacijo 7 = 7 (t) = (z (t),y (t), z (t)), t € [a,b],

/ab.

je enaka

b
F(t)’ dt = / \/a: ()% +9(t)* + 2 (t)* dt.
a
Naravni parameter krivulje s parametrizacijo 7 = 7 (t) in zatetno tocko

7 (to) je enak

t
s@%:/ )| du.
to
Ce je krivulja parametrizirana z naravnim parametrom, velja ||7/(s)|| = 1.

Upognjenost (fleksijska ukrivljenost) krivulje s parametrizacijo 7(t) v

tocki (o) je enaka

Ce je parametrizacija naravna, je k£ = |7 (sq)].
Zvitost (torzijska ukrivljenost) krivulje s parametrizacijo 7(t) v tocki
7(to) je enaka

(?(to) X %(to)) -7 (to) (?(to),%(to), ‘15(150)>

o Hﬁm)xﬂmﬂf B Hﬂm)xﬂmﬁf

Ce je parametrizacija naravna, je

_ (™(s0) x 7™(50)) - ™" (50)

17 (s0)1*
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1. Najboa>0in K = {(:U,y,z) x4yl =d? 2= O} krozZnica.

(a) Parametriziraj krivuljo K z naravnim parametrom.
(b) Izracunaj upognjenost (fleksijsko ukrivljenost) in zvitost (torzij-

sko ukrivljenost) krivulje K.
Resitev:
(a) Parametrizacija krivulje K je
o — 7(p) = (acosp,asinp,0), ¢ € 0,27].

Odvod je
#(¢) = (~asing,acosp,0),

s(t) = /Otﬁa(T)y dr — /Ota dr = at.

S
t=".
a

Naravna parametrizacija je

s —7(s) = (cosisini()) , s€][0,2mal.
a a

(b) Flkesijska ukrivljenost v pljubni tocki 7(s) je
w(s) = [7"(5)].

s s

—/ .

7 (s) = (—asmf,acosf,0> ,
a a

1 s s
.7 .
= 5 - R ) 0) )
7 (s) 2 < acos —, —sin —
1 1
= _ —_—
H(S) ‘T (8)‘ aga a

Torzjska ukrivljenost w(s) v poljubni tocki na krivulji je

ker krivulja lezi v ravnini.
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2. Parametriziraj daljico od tocke A(—1,2,0) do tocke B(—7,2,8) z na-

ravnim parametrom.

Resitev: Oznacimo z 77 krajevni vektor do tocke T in z E vektor

od tocke A do tocke B. Daljico parametriziramo na naseldnji nac¢in:
(t) = Fa + tAB, te0,1],
AB = (—6,0,8),
m(t) = (—-1,2,0) + t(—6,0,8).
ZapiSimo enacbo premice Se v parametri¢ni obliki
x(t)=—-1—-6t, y(t)=2, =z(t) =8t
Pois¢imo Se naravno parametrizacijo

F(t) = (=6,0,8),

s = [ #tr) ar = [+ P+ 20 dr =
/ /100 dr — 101,
0

s = 10¢,
S

z(t(s)) = —1 =645,

y(t(s)) =2,

z(t(s)) = SE.

4
s —7(s) = <—1 - ?:,2,5:3) , s€]0,10].

3. Krivulja K je dolo¢ena kot presek ploskev z ena¢abama 22 = 3y in

22y = 9z.

(a) Dolo¢i naravni parameter za krivuljo K in dolzino odseka krivulje
K med tockama (0,0,0) in (3,3,2).

(b) Izracunaj upognjenost (fleksijsko ukrivljenost) in zvitost (torzij-
sko ukrivljenost) krivulje K v tocki (0,0, 0).

(¢) Izracunaj upognjenost (fleksijsko ukrivljenost) v tocki (1, %, %)
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Resitev: Izrazimo

in dobimo parametrizacijo krivulje K. Vlogo parametra igra spremen-

ljivka x. PiSemo ¢t namesto x.

N
t Ft)= [t —,2— t .
st = (1525 ) teb

. 2t 6t2
ey = (1,28 28
() (’3’27)’

: 1 1
[7(t)|= § VAt + 3612 + 81 = o4/ (262 + 9)% =

2
5 (2t +9),

O

(a) Izrac¢unajmo dolzino krivulje

3 3 3 3
. 1 1(2
L:/ |7(7)] dT:/ 7(272—#9) dr = = L—i—97’ = 5.
o 0 9 9|3
Pois¢imo naravno parametrizacijo
t t 3 t 3
. 1 1|27 2t
= [ [F(n)dr= [ =272 +9)dr==|—+97| =
s(t) /OIT(T)’T /(]9(T+) T 9[34_7—]0 27
Vemo, da je s = s(t), t € [0, 3], naras¢ajoca funkcija, zato obstaja
inverzna funkcija ¢ = t(s), s € [0,5], ki jo v nasem primeru ne
znamo eksplicitno poiskati. Inverzna funkcija ¢t = t(s) ustreza

s 3
5:5(t(5)):2(t2(7>) +i(s), sel0,5]

enacbi

Izrazimo parametrizacijo z naravnim parametrom

S 2 S 3
s = 7(s) = (t(s),t(g) ,2(’5;7)) ) se0,5].

(b) Izracunajmo Se fleksijsko ukrivljenost v tocki (0,0, 0).
(to) = (0,0,0).

Od tod dobimo
to =0,

. 2t 6t2
r = 1 _——
(1) (, 3,27),
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Izracunajmo Se torzijsko ukrivljenost v tocki 7(tg) = (0,0, 0), kjer

je to = 0.

o (7o), Fto), 7 (t0) )
w(ty) = .

[7tto) = %(to)Hz

0 0

<F(t0),r(t0), ?(to)) =0 2 0 =5
00 22
Hr(to) x 7(to) ‘2 = g

.. c 1. U .9
Torzijska ukrivljenost v toski (0,0,0) je 5.
(c) Izracunajmo Se fleksijsko ukrivljenost v tocki (1, %, ). Pos¢imo

to za katero velja

Dobimo tg = 1.
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Fto)P
|F(t0)’ a0
(to) x 7(to) = (4/27,—(4/9),2/3),
#to) x Flto)]= ) o0 4 10, 4 _ 22
0 O Vor2 81 T 2T
Fleksijska ukrivljenost v tocki (1, %, %) je
22
2 5
2T
w00 =105 = o1

4. Naj bosta a,b > 0. Krivulja K je podana s parametrizacijo

—

t ot
7(t) = <b sin t, %, a cos t>

Izracunaj upognjenost (fleksijsko ukrivljenost) krivulje K v tocki (0, 1, a)
Resitev:

Pois¢imo tocko ¢y za katero velja 7 (tp) = (0,1, a). Dobimo ¢y = 0.

. t_ ot
7(t) = (bcost7 € 26 ,—asint) ,

. ty —t
7(t) = (—bsint, ¢ —|-2€ ,—acost) ,

TL’(tO) = (b7 0, O) )

"(to) = (0,1, -a),

(to) X F(tg) = (b,0,0) x (0,1, —a) = (0,ab,b),
[7(to) x F(to)| = 1(0,ab, )| = bv/T+ a2,

?(to)‘ =0,

g )X%(to)‘ bWl+a?2 Va2+1
. 3 3 - 2
[7(to)| ’ ’

16
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5. Krivuljo C, ki je podana s parametrizacijo 7(t) = (cost,sint,t) z
zacetno tocko (1,0, 0) parametriziraj z naravnim parametrom in izrac¢unaj
fleksijsko ukrivljenost v tocki 771(0, 1, §).

Resitev: Iz enakosti 7(t9) = (1,0,0), dobimo ¢y = 0.

7(t) = (—sint, cost, 1),

7(t)|= /(= sint)2 + (cost)2 + 1 = V2,
s(t) = t\?(7)| dr = /t V2 dr = V2,
to 0

S
\/57

Dobimo naslednjo parametrizacijo z naravnim parametrom

= 7((s)) = (eos s o )
s — 7(t(s)) = [ cos —,sin —, — | .
V2T V272
Izracunajmo Se fleksijsko ukrivljensot v tocki 71(0,1,%5) s pomocjo

naravne parametrizacije. Pois¢imo tocko sg za katero velja 7(s1) = T7.

Dobimo s1 = %

Opomba: Fleksijsko ukrivljensot v tocki 71 (0, 1, 5) bi lahko izracunali
tudi s pomocjo zacetne prarametrizacije 7(t) = (cost,sint,t). Pois¢emo
tocko t1 za katero velja 7(t1) = T1. Dobimo t; = §. Fleksijska ukri-

vljenost v tocki T7(0, 1, §) je potem enaka

) ‘7.?(151) X 7%(751))
k(t1) = ——m%—.
ol
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1.4 Ploskve

Normala tangentne ravnine na ploskev ima normalo

° g—z X g—i, ¢e je ploskev podana s parametrizacijo (z,y, z) = 7 (u, v),

° <_%£’ _%’ 1), ¢e je ploskev podana kot graf funkcije z = f (z,vy),

e grad (F'), ¢e je ploskev podana kot v implicitni obliki F' (z,y, z) = 0.
1. Poiséi kaksno parametrizacio ploskve P v R3, ki je podana z ena¢bo
2+ 92 = 2x.

Resitev: Ploskev P je mnozica tock.
P=C={(z,y,2),2* +y* = 2z}.

Enacba 22 +? = 2z je ekvivalentna enacbi (z —1)? +y? = 1. Ploskev
P prestavlja plas¢ neskoncnega valja (cilindra), katerega os je os z in
ima polmer enak 1. Pravokotna projekcija ploskve P v ravnino z = o

je enaka kroznici C' s polmerom 1 in s sredis¢em v izhodiscu.
1. moznost parametrizacije:

Tocka (z —1,y, z) lezi na kroznici s polmerom 1 in s srediséem v tocki
(0,0, z). Pravokotna projekcija te kroznice je kroznica C. Torej lahko

vpeljemo cilindriéne koordinate
x(p,z)—1=cosp, y(p,z)=sing, z(p,z)=2z el0,2n], zecR.
Imamo torej parametrizacio
(¢, 2) = T(p, 2) = (2(p, 2), y(p, 2), 2(p, 2)) = (1 + cos p,sin g, 2)
pelo0,2n], »eR.

2. moznost parametrizacije:

Vpeljimo koordinate

z(p,2) = R(p,z)cosp, yl(p,z) = R(p,z)sing, z(p,2) =z,
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kjer se radij R(p,z) pri fisknem z spreminja s kotom ¢. Pois¢imo
R(p, z). Vstavimo z(¢p, 2), y(p, z) v enacbo kroznice x2? + y? = 2 in

dobimo
R%(¢p, z) cos® ¢ + R(yp, z)?sin? p = 2R (¢, z) cos ¢,
R%(p,2) = 2R(p, 2) cos ¢,
R(p,z) = 2cos p.
Torej imamo parametrizacijo

(p,2) = 7@, 2) = (2(p,2),y(p,2),2(p,2),)
= (26082 ¢, 2cospsing, z), ¢€0,21], z€R.

2. Parametriziraj ploskev P v prostoru , ki je podana z enacbo x2 4 3% +
P2=x4y+z.

Resitev: Enacbo 22 + 9% + 22 = 2 +y + 2 ploskve P preuredimo in

dobimo ekvivalentno enac¢bo

1., 1., lo 3
(=3P + -3+ G-5P=1
kar predstavlja sfero s sredis¢em v tocki (%, %, %) in polmerom @
Naj bo (x,y, z) poljubna tocka na sferi P, tocka (iL‘ — %,y — %, z— %)
lezi sferi s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u in s polmerom @
Vpeljemo sferi¢ne koordinate in dobimo
0 1 0 .
T — = = —— COS (P COS — — = — cospsin z = —sin
B B ¥ ) B B ¥ ) B ¥,
T
00,21, € [—f,f]
0, 27] 22

Tako dobimo zZeljeno parametrizacijo

1 3 1 3 3
(p,0) = 7 (p,0) = <2+{COSQDCOSG,Q—Ffcoscpsin,@,\gsingc)) )

0 e€0,2n], € [—

T 7['}
2721°
3. Parametriziraj ploskev P v prostoru , ki je podana z enacbo 2 +y2 +

2’2:2.



1 KRIVULJE IN PLOSKVE 20

Resitev: Enacbo 22 + 4% + 22 = 2 ploskve P preuredimo in dobimo

1\? 1
2 2 = I
r°+y +<z 2) 1

kar predstavlja sfero s sredis¢em v tocki (0, 0, %) in polmerom

ekvivalentno enac¢bo

1
3

1. nacin parametrizacije:

Naj bo T'(x,y, z) poljubna tocka na sferi P. Tocka (:c, Y,z — %) lezi na

sferi s polmerom % in s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u. Vpeljemo

sferi¢ne koordinate in dobimo

1 0 1 - 1 1.
T = = COS (p COS = —cosysin z— — = —sin
9 ¥ Y 9 ¥ ) 5= 9 @,

hel0,2n], pe [—ga .

¢ je kot med ravnino z = 3 in daljico od tocke (0,0, 3) (sredisca sfere
do tocke T'.

2. nac¢in parametrizacije:

Naj bo T'(x,y, z) poljubna tocka na sferi P. Vpeljemo koodrinate
z(p,0) =r(p,0) cospcost, x(p,0) =r(p,0)cospsing, z(p,0) =r(p,0)sinp,

pe [O,g}, 6 e 0,2n].

© je kot med ravnino z = 0 in daljico od izhodis¢a do tocke T'. Velja

r = r(p,0). Poglejmo kako se radij spreminja s kotom ¢ in s kotom
0.
(r cos ¢ cos 0)* + (r cos @ sin 0)% 4 (rsin ¢)? = rsin g,
r2 cos? ¢ + r?sin? ¢ = rsin ¢,
r? = rsin ©,

7 = sin .

Torej r je odvisen od kota ¢, kar lahko ugotovimo tudi geometrijsko.

Tako imamo parametrizacijo
(¢,0) = 7(p,0) = (sin @ cos g cos B, sin ¢ cos @ sin 0, sin® cp) ,

pe [0,%}, 6 < 0,2r].
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1.5 Tangentna ravnina na ploskev

4. Doloéi enacbo tangentne ravnine na graf funkcije f (z,y) = 22 + 2y°
v toeki (1,1, f (1,1)).

Resitev:

Pisimo f(x,y) = 22 + 2y2. Ploskev P je graf funkcije f, torej

P={(z,y,f(z.y));: (x,y) € R?}.

Normala na ploskev P v tocki ((xo, yo, f(z0,%0)) je

<—W(fﬂ0,y0)»—%($0’yo), 1) .

ox
of
o =92
ax (:’U7 y) 'r?
of
—_— = 4
dy (z,y) = 4y,

od koder dobimo da je normala na ploskev P v tocki (1,1, f(1,1))
enaka (—2. —4,1).

Enac¢ba tangentne ravnine na ploskev P v tocki (1,1, f(1,1) je
((z,9,2) = (1,1,3)) (=2,-4,1) = 0,
—2x—1)—4(y—1)+(2—3) =0,

—2x —4y+ 2= -3.
5. Poiséi enacbo tangentne ravnine na ploskev, ki je podana s predpisom
(u,v) (u,v) — (ug, v, u+ 2v)

v tocki Ty (1, 1, 3).
Resitev:

Pois¢imo tocko (ug, vg), za katero velja
77(“07 UO) = (1’ 1, 3)

. Torej u% = 1,1)8 =1, ug + 2vg = 3. Od tod dobimo ug =1, vy = 1.

or
= = (2u,0,1
o () = (20,0,1),
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or

0 (u,v) = (0,2v,2).
Normalni vektor na tangentno ravnino v tocki (1,1, 3) je vektor
or or or or
— =— (1, )x—(1,1) =(2,0,1)%x(0,2,2) = (—2,—4,4).
ou (UO’U())Xa’U (Uo,'l}o) au( ) )Xav( ) ) ( » s )X( ) ) ( ) ) )

Enacba tangente ravnine v tocki (1,1, 3) je
(r—1,y—1,2—-3)(—2,—-4,4) =0.
—2(x—1)—4(y—1)+4(z—3)=0.
—2r —4y+4z—-124+6 =0,
—r —2y+2z=3.

6. Poisc¢i enacbo tangentne ravnine na ploskev, ki je implicitno podana z

enacbo
B+ B +ayz—6=0
v tocki (1,2,—1).
Resitev: Pisimo
F(z,y,2) =23+ + 22 + 2yz — 6.

Enacba ploskve S se glasi

F(z,y,2z) = 0.
Gradient VF(z,y, z) je normala na ploskev S v tocki (z,y, z). Izra¢unajmo
gradient
o (2,y,2) ] 3a% +yz
VF(z,y,2)= | E(z,y,2) | = | 32 +az
Z(x,y,2) | 322 + zy,
[ 1
VF((1,2,-1)= | 11
5

Zapisimo enacbo tangentne ravnine v tocki 7'(—2, 1, —3).
((1’7 Y, Z) - (17 27 _1)) VF( _27 17 _3) = 0’

(x—1,y—2,2+1)(1,11,5) =0
z+1ly+52z—-18=0.
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7. Parametriziraj ploskev 22 4+ y? = 22 in jo skiciraj. Izracunaj povrsino

tistega dela ploskve, ki lezi med ravninama z =0 in z = 1.
Resitev: Uvedemo koordinate
z(p,z) =r(2)cosp, y(p,z) =r(2)sing, z(p,z) =2,
v €[0,27],z € R,

2?(p,2) + ¥ (0, 2) = r*(2).

Od tod dobimo 7(2)? = 22, od koder sledi 7(z) = |z|. Paramterizacijo

ploskve P je torej naslednja

(p,2) = 7 (@, z) = (|z|cos g, |z|sin p, 2) ,
p€el0,2n], zeR.

in imamo torej

z (p, 2) = |z|cos o,
y (@, 2) = |z[singp,
z (901 Z) =z,

pel0,2n], z€R.

8. Parametrizira]j ploskev, ki je podana z enacbo z = /22 + 2.
Resitev:
1. nacin:

V kartezi¢nih koordinatah imamo parametrizacijo

(z,y) = Fz,y) = (2,5, V22 +32), (z,y) € RZ.

2. nacin:

V ravnini zy vpeljemo polarne koordinate

x=rcosp, y=rsing, re[0,00),p € l0,2n]

Velja z2+y? = r2. Tretjo koordinato tocke (z,y, z) na ploskvi dolo¢imo
iz enacbe z = /22 + y2 = r. Tako dobimo

(ryp) = 7(r,) = (recosp,rsinp,r), r€0,00),p € [0,27].
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3. nacin:

Vpeljemo sfericne koordinate. Kot g med vektorjem ()7 in ravnino

z =0 je isti za vse tocke T'(z,y, z) na ploskvi in velja

x=rcospycost, y=rcospysing, z =rsinypg,
r € [0,00), 6€]0,2n].

Iz enacbe z = \/x2 + y2 dobimo
7rsin g = /12 cos? pg = r|cos pg|= 1 cos ¢y,

od koder sledi
T
0=

Torej imamo parametrizacijo

(r,0) = 7(r,0) = (r cos % cos @, r cos % sin @, r sin %) ,

r€[0,00), 6€]0,2n].

9. Parametriziraj sfero 22 + y? + 22 = a? s sferi¢nimi koordinatami in

poiséi ploskovni element v sferiénih koordinatah.

Resitev: Poljubno tocko na sferi parametriziramo s kotoma ¢ in 6.
Glede na nacin merjenja kota ¢ imamo dva nacina izrazanja koordinat
tocke (z,y, z) na sferi.

1. nac¢in: Naj bo T(z,y, z) tocka, ki lezi na sferi z enacbo x2 +y%+22 =
a®. Totka T’ naj bo pravokotna projekcija toéke 7' v ravnino i) =0.0
naj bo kot, ki ga oklepa pozitiven poltrak osi z z vektorjem 07", ¢ pa
naj bo kot med pozitivnim poltrakom osi z in vektorjem 07'. Tedaj

lahko koordinate toke 7" izrazimo kot
x =asinpcosh, y=asinpsinf, z=acosy,
oziroma imamo parametrizacijo
(p,0) = 7(p,0) = (asinpcos, asin psinh, acos p),
0 el0,2n], ¢el0,7].
<8F or

% X 80) (¢,0) = (asinp) 7 (p,0).
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gr (¢,0) = (acospcosh,acospsinb, —asiny),
P

or . . .

2 (p,0) = (—asingsinb, asinpcos b, 0),

5= ‘(a; . 57“) (90,0)‘ de df = |(asinp) 7 (p, 0)| de df = a”sinp de do.

2. nacin:

Naj bo T(z,y,2) tocka, ki lezi na sferi z enacbo 22 + y? + 22 = a2

Tocka T' naj bo pravokotna projekcija tocke T' v ravnino i> = 0. 6 naj
bo kot, ki ga oklepa pozgven poltrak osi z z vektorjem 07", ¢ pa naj
bo kot med vektorjem 07" in vektorjem (ﬁ . Tedaj lahko koordinate
toke T izrazimo kot
r=acospcost, y=acosysinf, z=asiny,
oziroma imamo parametrizacijo
(p,0) = 7(p,0) = (acospcosh,acospsinb,asiny),
T T
9cl0,27], e [—f,f}.
[0,27], ¢ 53
or . . .
— = (—asingcosf,—asinpsinf,acosp),
I
or
00
or  Or
— X — =
Jdp 00

(—acospsinb,acospcosh,0),

—(acosp) 7 (p,0).

or  or - o
70 X 54 de df = |(—acos ) 7 (p,0)] dp df = a” cosp dp db.

10. Parametriziraj ploskev P v prostoru R?, ki je podana z enaébo z = 2.

Resitev:

Pravokotna projekcija ploskve P v ravnino z = 0 je celotna ravnina
z = 0. Pisimo z = f(z,y) = 22 Ce ploskev parametriziramo s

kartezi¢nimi kooordinatami, dobimo naslednjo parametrizacijo

(z,y) = F(2,y) = (x,9, f (2,9) = (z,9,2%), (2,y) € R
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11. Parametriziraj rotacijsko ploskev P, ki jo dobimo, ¢e graf funkcije

z = f(x), x € [a, b] zavrtimo okrog osi z.
Resitev:
Pri vrtenju okrog osi z se tocka (x, 0, f(x)) zavrti v tocko 11 (z1, y1, f(x)),
kjer je
. 2 2 _ .2
= zcosp, g =xsing, (1) + ()° = 22,

x je oddaljenost tocke (x,0, f(x)) od osi z oziroma oddaljenost tocke
Ty (1,91, f(x)) od z osi. Kot ¢ je kot med pozitivnim poltrakom osi
z in vektorjem O?, kjer je T (x1,y1,0). Tako imamo parametrizacijo

(x,p) = 7(x,p) = (xcosp,xsing, f(z)), z€la,b], ¢ e]l0,2n].

Bolj obi¢ajno je, da piSemo r namesto x in imamo tako parametrizacijo
(r,p) = 7 (r,p) = (recosp,rsing, f(r)), r€lab], ¢ €l0,2n].

Primera ploskev, ki ju dobimo, ¢e graf funkcije z = f(z) zavrtimo

okrog osi z.

(a) Sfera z enacbo 22 + 32 + 22 = a? je rotacijska ploskev , ki jo
dobimo tako, da graf funckije z = va? — 22, x € [0, a] zavrtimo

okrog z osi in imamo tako parametrizacijo sfere

(ryp) = 7(r,p) = (Tcosgo,rsingo, v a? —7'2> , 1r€][0,a], ¢€]0,2n],

oziroma

r=x(r,p)=rcose, y=vy(r,p)=rcosp, z=z(rp) =+a>—r?

kjer velja

(b) Rotacijski paraboloid, dolo¢en z enacbo z = x2 + %2 dobimo tako,

2

da graf funkcije z = 2%, x € R, zavrtimo okrog osi z.

Parametrizacija je naslednja

(ryp) = 7 (r, @) = (rcoscp,rsingo,rQ), reR, ¢elo0,2n],
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2 Dvojni in trojni integrali
2.1 Dvojni integrali v kartezicnih koordinatah

Uvedba nove spremenljivke: Naj bo

r:D—=D
preslikava podana s predpisom
(u,v) = 7 (u,v) = (z(u,v),y(u,v)),
//fa:y da:dy—// f(7(u,v)) |det J(u,v)| du dv,
kjer je
J(u,v) = aj QZ .
ou Ov

1. Izracunaj.

(a) Integral funkcije f(z,y) = coszcosy po trikotniku D z oglisci
(0,0), (3,0), (3, 5)-

(b) Integral funkcije f(z,y) = z + 3y? po paralelogramu z oglisci
(1,2), (1,4), (3,4) in (3,6).

(c) Integral funkcije f03 ff 22y dy de, ff f03 22y dy dz.

Resitev:

(a)

o\o\wo\..o\..o\o\

5 T
[/0 f(x,y) dy] dz
3 T
{/ COS X COS Y dy] dz
0
cos x {/ Cosy} dx
0

cos x [sinyly da

/ /D f(, y)ddy

e

wf3

™

cosxsinz dx
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kjer smo vpeljali novo spremenljivko u = sinx. Za vajo izratunajmo

se integral v obratnem vrstnem redu.

//Dﬂm,y) do dy = /O [/ygﬂx,y) dx] dy
= /Ogcosy[/ygcosmdx] dy

s
2

= / cosy[sinz]g dy
0

[VE]

= / cosy [l —siny] dy
0

2 2
= / cosy dy—/ cosysiny dy
0 0

= [sinylg =1-

1
5"

| =

(b) Premica skozi tocki (1,2), (3,4) ima enacbo y = x + 1. Premica
skozi tocki (1,4) in (3,6) ima enacbo y = z + 3.

Pravokotna projekcija paralelograma na os z je interval [1, 3].

D={(z,y),1 <z <3,z+1<z+3}
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// (z + 3y?) dedy =
= // ;U—i-Sy dy dx

= /1 (xy+y)

dx
x+1

(xa;+3 :U+3)3—x(a:+1)—(x+1)3) da
<2x+ (z+1+2)°% - (a;+1)3) dz
<2x+ (z+1) +6(w+1)2+12(m+1)+8—(x+1)3> dz

(62* + 267 + 26) da = 208.

dx

Izra¢unajmo Se v obratnem vrstnem redu

2 3 2 3
//nydxdy = /y(/ ZCQdZE‘) dy
1 Jo 1 0
2 23 v=3
= y _—
(5]
2 27
= 9y dy = —.
/1 yay=-

2. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta krivulji y = 2z in y? +4y = 2z.

dy

Resitev:
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Izracunajmo presecisce obeh krivulj 4> = 4z + 4 in y?> = —22 + 4.
Iz obeh enacb izrazimo z in dobimo z = % —1linz = —% + 2.

in (0,—2).
1. nacin:

Pravokotna projekcija lika D na os y je enaka [—2,2]. Ker je plosca

homogena, je gostota o (z,y) = 1. Izracunajmo maso plosée D

2. nacin:

Pravokotna projekcija lika D na os z je enaka intevalu [—1, 2].

w = [ foten e

0 Azt 2 /—2z+4
= / / dyda:+/ / dy dx = ....
—1J—4z+4 0 J—v—-2x+4

2.2 Uvedba novih koordinat

1. Z uvedbo ustreznih novih koordinat izrac¢unaj integral funkcije f(x,y) =
x + 3y? po paralelogramu z ogliséi (1,2), (1,4), (2,3) in (2,5).
Resitev:

Premica skozi tocki (1,2), (2,3) ima enac¢bo y = x + 1. Premica skozi
tocki (1,4) in (2,5) ima enacbo y = x 4+ 3. Pravokotna projekcija
paralelograma na os x je interval [1,2]. Obmocje D je omejeno s

premicamiz =1, y=x+1,z=2iny=z+ 3.
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Glede na obmocje D izberimo u = y—x, v = x, od koder sledi y = v+u,
z = v. Pois¢imo obmoéje D, ki se pri preslikavi (u,v) — #(u,v) =
((z:(u,v), y(u,v)) preslika v obmocje D. Obmoéje D je v uv ravnini

omejeno s premicami v =1, v =2, u =1 in u = 3.

dx Oz
J(u,v) = gg g; .

Torej det J(u,v) = —1.

Naj bo

preslikava podana s predpisom

(u,v) = 7 (u,v) = (v,v +u),

//fa:y dxdy—//f ) |det J(u,v)| du dv =
=//§ v+3(v+u)2> du dv =

2 /3
:// (v+3(v2+2uv+u2)) du dv =
1 J1

2. Izra¢unaj dvojni integral

//e%ydﬁdy7

kjer je D trapez z ogliséi A(1,0), (2,0), C(0,—2) in D(0,—1).
Resitev:

Trapez D je omejen s krivuljami z =0,y =0,z —y=2inz—y = 1.
Glede na obmocje po katerem integriramo in glede na funkcijo, ki jo

integriramo vpeljemo koordinate
u=x+y, V=T—Y.

Izrazimo 1 1
JEIE(U—F’U), yzi(u_v)7
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Oz Oz
J(u,v) = g;; gz .

11
J(u,v)=| 3 2 |.
2 2
Torej det J(u,v) = —% Pois¢imo obmocje IN), ki se pri preslikavi

(u,v) = #(u,v) = ((z(u,v),y(u,v)) preslika v obmocje D.
y=0<= u=v, =0+ u=—v, z2—y=2 <= v=2, xz—y=1<< v=1.

Obmodje D je trapez z ogliséi (1,1), (2,2), (=2,2) in (=1,1). V novih
koordinatah je integracijsko obmocje Se vedno trapez, toda funkcijo je

veliko enostavnejsa in jo je v novih koordinatah lazje integrirat.

zty
//ewydxdy
D
-
D

1 /2 [ .

= 2/1 /_vevdudv
1 uu:v

1
—2‘ du dv

= 51}65 dv
) =—v
= ;/ (e — efl) v dv
1
= % (e — e_l) .

Integral bi lahko izra¢unali tudi v obratnem vrstnem redu

zty u 1
//ezy de dy = //~ev ——
D D 2
—1 2 1 2 2 2
ul ul ul
— evdu—i—/ /evdu—i—//evdu:-.
/_2 /—u 2 11 2 1 Ju 2

2.3 Dvojni integrali v polarnih koordinatah

‘ du dv

1. Izracunaj ploc¢ino lika D omejenega s krivuljami z? + y? = 2z, 22 +
y? =4z, y=xiny=0.
Resitev: Enacbo
2?4+ y? = 2z,



2 DVOJNI IN TROJNI INTEGRALI 33

dopolnimo do popolnega kvadrata in dobimo
(x—1)*+4%=1.

oziroma
2?4+ 9? = 4x,

dopolnimo do popolnega kvadrata in dobimo

(z—2)%+9> =4

Vpeljimo polarne koordinate

T =Trcosp, Yy =rsingy,

kjer je

r? =2 + 2
Na kroznici 22 + y? = 2z in 22 + y? = 4z se radij r spreminja s kotom
¢, torej na kroznici velja r = r(p). Vstavimo

z(p) = r(p)cosp, y(p) =r(p)sing,

v enacbo kroznice 22 + 32 = 2z in dobimo
7“(<p)2 cos? ©+ r(g0)2 sin? © =2r(p) cos g,

od koder dobimo
r(p) = 2cosp.

Vstavimo
z(p) =r(p)cosp,  ylp) =r(p)sing,
v enacbo kroznice 22 + 32 = 4z in dobimo

r(ap)z cos? ©+ r(cp)2 sin? @ = 4r (p) cos v,

od koder dobimo
r(p) =4cosp.

Torej
Dy ={(r,p);p € [0, ﬂ , 2cosp <71 <4dcospl.

Imamo torej preslikavo

F:D1—>D,
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podano s predpisom
(ryp) = 7(r,p) = (rcosp,rsing) .
X
det J(r, ) = det [ 5y oy ] =

or Oy

Plosé¢ina lika je enaka dvojnemu integralu

// dedy = // rdrde
D D1y
T 4 cos
= / dcp/ rdr
0 2cos @
% r2 4 cos ¢
- L (5],
0 2cos ¢

I ) i/
= / 6 cos godg0:6/0 5(1+cos2g0) dp
0

™

_ 3(¢+sin2cp> ‘4 _3(r+2)

2 4

2.4 Trojni integrali v kartezicnih koordinatah

///T(l—w) dz dy dz,

kjer je T obmocje v prvem oktantu, omejeno z ravnino x +y + z = 1.

1. Izracunaj

Resitev:

T={(z,94,2); 0<2<1,0<y<1—2,0<z2<1-—z—y}
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- [0
]
- //lml—m 1—z—y) dy
- [ <<1x>y;<lx>) .
[ ()
(57) «

dy

—Z

dx

I
OO“ = O\

3 Trojni integrali v cilindriénih koordinatah

1. Izracunaj volumen telesa T omejenega s ploskvama hz = z2 + y?
z = h, kjer je h > 0.
Resitev:
Vstavimo z = h v enacbo hz = 22 + y? in dobimo h? = 22 4+ y2. Torej
pravokotna projekcija telesa T' na ravnino z = 0 je krog D s sredis¢em

v izhodis¢u in polmerom h.

2+y2

T ={(z,y,2) ;2% +12 < h% = < z<h}.

Volumen telesa T' je enak trojnemu integralu

h
:/// dxdydz:// d:cdy/ dz,
T D 22ay?

Vpeljemo cilindri¢ne koordinate

r=rcosy, y=rsingp, z=z,

2

€ [0,h], ¢ e€lo,2n], ZE{O,TQ},
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9z  O9xr Oz
or Oy 0z
- 9y 9y Qdz | _
det J(r,p, 2) = det | 5 0e o | =T
9z 0z 0z
or Oy 0z

h

h 2t rh rh
//D dx dy[ﬂﬂﬂ dz = /0 /0 /r:rdz dr de
h

Pri izra¢unu lahko uporabimo tudi drugacen vrstni red integriranja

2r ph pVzh B3
V:/// dxdydz:/ // rdr =2n—.
T 0 0 0 4

Tu smo upostevali 72 = zh.
2. Izracunaj integral funkcije f(z,y,2) = 2/2? + y? po telesu T, ki ga
doloc¢ajo neenazcbe z2 +y? < 2z, y > 01in 0 < z < a, kjer je a > 0.

Resitev:
T={(z,y,2);2> +y* <2z, y>0, 0<z<al}

Pretvorimo enac¢bo x2+y? < 2x v ekvivalentno obliko (z—1)2+y? < 1.
Torej pravokotna projekcija telesa v ravnino z = 0 predstavlja krog s

sredis¢em v tocki (1,0) in polmerom 1.
1. nacin izra¢una integrala:

Vpeljimo cilindri¢ne koordinate
x(r7 (10’ Z) = 7 Ccos 907 y(r’ QO’ Z) = Tsingp’ Z(T7 SD7 Z) = Z’ J(r7 807 Z) =T
Vemo
77
P € [0,5}, z € [0,a].

Dolo¢imo se meje za r. Poglejmo kako. Pravokotna projekcija telesa
T v ravnino z = 0 je krog s polmerom 1 in s sredis¢em v tocki (1,0).

Na tej kroznici se radij r = r(¢) spreminja s kotom.
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V ravnini z = 0 , na kroznici (z — 1)? 4+ y? = 1 oziroma 2 + 3? = 2z,
velja

r(gp)z cos? o + T(tp)2 sin? p = 2r () cos p,

od koder dobimo, da na kroznici velja

r(p) = 2cosp.

Torej na krogu

0<r<r(p)=2cosp.

Torej
7:D—=T,

kjer je

D ={(r,¢,2);p € [0, g] , r€|0,2cosg], z€][0,al}.

a z 2 cos
x,y,z) dr dy dz = dz ’ d 2r? dr =
f(z,y,2) do dy @
T 0 0 0

a z 3 a z
/ dz/Qdeo = S/zdz/QCosga(l—siano) de
0 0 3 3 Jo 0
8(12 1 2

_ 84 2 qr = 2
= 35 0(1 t)dt—g,

kjer smo uvedli novo spremenljivko ¢ = sinp. 2. nacin izra vcuna

integrala:
Lahko bi izbrali koordinate na naslednji nacin:
x(ryp,z) =1+rcosp, y(r,p,z)=rsing, z(r,p z) =z,

rel0,1], ¢e€l0,7], =z€]0,al

Torej
¥:D—>T,

kjer je

D ={(r,p,2);r€0,1], ¢e€[0,7n], z€]0,a]}.

Va2 +y2 =1+ 2rcosg + r2.
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///Tf(f‘"%Z) dz dy dz =

= ///f(a:(r,@,z),y(r,gp,z),z(r,cp,z))|detJ(r,<p,z)|dr dp dz
D
27 1 a
= / //zr\/l+2rcos<p+r2dzdrd<p:~~
0 0 0

a je integral tezje izracunljiv.

3.1 Trojni integrali v sferi¢nih koordinatah

1. Izra¢unaj tezisc¢e polkrogle T' nad zy-ravnino z radijem R in gostoto
p(x,y,2) ==z
Resitev:

Vpeljimo sferi¢ne koordinate
x=rcospcosf, y=rcospsinfd, z=rsingy,

0 € [0, 27], @G[O,g}, r€[0,R],J =r?cos .

Izra¢unajmo maso telesa T'.

m = ///p(x,y,z)dV

2T g

= / / / rsin @) (12 cos @) dr dp df
2m

= / /smcpcosgp/ 3 dr de df
2m

= / /Singpcosgo dp dé
o Jo 4

B Pj ™ /sin? o 2

4 2

0
TR*
-

dé

Izra¢unajmo tezisce telesa T':

vo = [ [ [er@yzav

2n r%  rR
= / /2 / (rcospcosf) (rsinp) (7‘2 cos) dr dyp df = 0.
o Jo Jo
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M, - ///Typ(x,y,z)dv

2 z R
- / /2 / (1 cos @ sin @) (rsin @) (12 cos ) dr dp df = 0.
0 0 0

M, = ///sz(x,y,z)dV

2r rZ rR
= / /2 / (7 sin ) (rsin @) (2 cos ) dr dp d
o Jo Jo

2r T /R 5
2
= / /2/ r*sin® @ cos p dr dp df = mh .
o Jo Jo 15

Loy s . S8R
Tezisce je tocka (0, 0, E) .

2. Izracunaj prostornino telesa T, ki je dolo¢eno z ena¢bami 22 +y% 422 <
4, 22 +y2 <22 2>0.
Resitev: Telo T zajema tocke, ki lezijo nad ravnino z = 0 znotraj
stozca in znotraj sfere 22 + 32 + 22 < 4.

1. Naéin:

Vpeljimo sferi¢ne koordinate
x=rcospcosf, y=rcospsinf, z=rsingp.

Iz enacbe z = /22 + y2 dolo¢imo meje za kot ¢,

rsingp = \/7’2 cos? p cos? 0 + r2 cos? psin? 4
= \/r2 cos? ¢ (cos? 0 + sin? §) = /12 cos? o,

rsin@ = r|cos p|= 1 cos p.

Pri zadnji enakosti smo upostevali, da velja

pEe [O,g}.

Torej na ploskvi z = \/aﬁy2 velja p = 7.

T

1,5}, 6ecl0,27], re€[0,2], J=r%cose.

oe|
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V = /// dzr dy dz
T

27 5 2

= / / /TQCOS@drdgde
2

= / /cosgp( ) dp do

= / (sing)
0

3
8(1—\&):271
3 2

Vpeljimo cilindri¢ne koordinate: Pois ¢imo krivuljo v kateri se sekata
ploskvi 22412+ 22 = 4in 2z = \/22 + y2. Presek je kroznica 2% +y? = 2
s srediséem v izhodiséu in polmerom /2. Pravokotna projekcija telesa

do

INEINTE]

2. Naéin:

T na ravnino z = 0 je krog s polmerom /2 in s sredidéem v izhodiséu.

Vpeljimo cilindri¢ne koordinate
r=rcosp, y=rsing, z=z,

2 2 2
rt=x° +y°,

pcl0,2n], re€[0,vV2], z€lr,V4i—r2.

/// d:):dydz—/%/ /4rrdzdrd<p—
/%/ VA=r2 1) dr =

Pri ¢emer smo upostvali, da velja
1 3
/r\/4—7’2 dr:—g (4—7’2)2 +C

kjer zadnji integral izracunamo s pomocjo vpeljave nove spremenljivke

w=4—r2
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4 Krivuljni integrali
4.1 Krivuljni integrali vektorskega polja
Ce je:
e 7: [a,b] — R3 parametrizacija krivulje K,
e [': K — R3 vektorska funkcija,
potem je

— S b = '7;.’
/KF dr/a Fr)-#(t) dt. (1)

1. Izracunaj integral vektorskega polja ﬁ(:c, y) = (—xy2, a:2y) po krivulji

K, ki je podana s parametrizacijo

t—7(t) = (\/cost, \/sint>
od tocke (1,0) do tocke (0,1).

Resitev:

t—7( <\/cos Vsin )
Iz 7(t,) = (1,0), sledi to = 0, iz 7(t,) = (0,1), sledi t; = 7.

;(t) < —sint  cost >
7(t) = , .
24/cost” 2+/sint
F(7(t)) = (—\/cos tVsin? t, V cos? t\/sint) = (—\/costsin t,costVsin t) ,
tu smo upostevali, da velja Vsin?t = |sint| in Vcos2t = |cost| saj je
sint > 0 in cost > 0 na [0, g}
ﬁ(_'(t)) ;(t) Vcostsin? ¢ n Vsint cos? ¢
7(t)) F(t) = =
2+/cost 2v/sint
_ Vsintycost (sin2 t + cos? t) 1

24/cos tv/sint 2

/}C Far = /O F (7)) (1) dt
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2. Izracunaj integral

/(azy dz +yz dy + zz dz),
K

kjer je K éetrtina kroznice 22 + 32 = 1, z = 1 od toc¢ke (1,0,1) do
tocke (0,1,1).

Resitev: Pois¢imo parametrizacijo kroznice K.
1. nacin:

Ce krivuljo K in graf funkcije f(z) = V1 — 22, z € [0, 1], upodobimo
v ravnini, se sliki ujemata, le orientaciji oz. smer potovanja po obeh

krivuljah sta nasprotni. Torej
o () = (t, 1 —t2,1> . te[Lol.

Ft) = <1,\/1_t7t2,0> ,

F= (zry,yz,zz),
F (7)) = (t\/l —12,\/1— t2,t> ,

F(F()) 7 (t) = tv/1 — 12 —t,

/:Uy dz+yz dy+ 2z de = /F(F(t))?(t) i
K K

_ /O(t 1—t2—t> dt
1

1
= - tv1—t2—¢) dt
J )
1 1
_ _/ tde/ ¢ dt

0 0
(1 nd |t
= (3(1—t)2+2>

2. nacin: Krivuljo K parametriziramo na naslednji na¢in

1 1

0:6'

y—>F(yt)=< 1—y2,y,1>, y €[0,1],

kjer smo upostevali, da se krivulja K ujema z grafom funkcije z =
V1—192% y€[0,1] (ujemata se tudi orientaciji krivulj).
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Fiy) = (V1= uvVI=9)

o Y
mry) = 771707
= (1)

F(#(y) rly) = —y* + v,

/ zyde+yzdy+2xzdz = / F@(?J))F(Z/) dy
K K

(L
3 2

Krivuljo K parametriziramo s polarnimi koordinatami.

3. nacin:

o — (@) = (cos p,sinp, 1), ¢ € [0, g} -

F (7)) = (cos psin ,sin 0, cos )

=3

(¢) = (=sin, cos ¢, 0),

F (7(y)) (i) = — cospsin? ¢ + cos psin ¢,

—

/:zy de +yzdy+xzdz = /F(F(y))?(go) de
K K

— /2 (— cos psin® ¢ + cos psingp) dy
0
1
= 6/ (—u2+u) du
0
e
3 2

kjer smo uporabili substitucijo u = sin .

11
0 6’

3. Dano je vektorsko polje F (—yz,m, 22). Krivulja C je presek ravnine
y—+ 2 = 2 in cilindra 22 +y? = 1. Krivulja C je orientirana v nasprotni

smeri ure, gledano z vrha pozitivne osi z. Izra¢unaj integral

/ﬁdf.
C



4 KRIVULJNI INTEGRALI 44

Resitev:

Parametrizirajmo krivuljo C. Krivulja lezi na cilindru 2% + 3% = 1,
torej je njena pravokotna projekcija C’ v ravnino z = 0 enaka enotni
kroznici s sredis¢em v izhodis¢u in s polmerom 1. V polarnih koordi-

natah imamo naslednjo parametrizacijo pravokotne projekcije C”:
C': ¢ —(cosp,sing), ¢ €[0,2n].

Parametrizacijo tretje koordinate z na krivulji C' dolo¢imo iz enacbe

y + z = 2. Parametrizacija krivulje C je naslednja

C: ¢—7(p)=(cosp,sinp,2—siny), ¢ € l0,2n].

—

F(i'(9)) = (—sin o, cosp, (2 = sing)?)
7 (@) = (—sin g, cos @, — cos @) ,

F (7()) 7 (@) = sin® ¢ + cos? — cos ¢ (2 — sin p)? .

Izra¢unajmo krivuljni integral
/ﬁﬁ:
C
= F(7(p)7(p) dp
2
= / (sin3 © 4 cos® p — cos p (2 — sin @)2) de
0
2 2 2w
= / sin® ¢ dgo—/ cos? o dop —/ cos (2 —sinp)? dp
0 0 0

2 2 1 2
= —/ sin¢ (1 — cos® ) dgo—/ 5(1+cos(2g0)) dgo—/ cos (2 —sinp)? dep
0 0 0

cos? ¢\ |on @ sin2p\ o (2 — sin )3
(oot 5257

= 04+7—-0=m.

2w
0

4. Krivulja C je presek paraboloida 2z = z? + 3? in ravnine z = 2.
Krivulja C' je orientirana v smeri ure, gledano s pozitvne smeri osi

z. Dano je vektorsko polje F = (3y, —ZL‘Z,yZQ). Izracunaj krivuljni

/ﬁdﬁ
C

integral

Resitev:
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Presek paraboloida 2z = 22 + y? in ravnine z = 2, je kroznica, dana
z enacbo x? + y? = 4, ki lezi v ravnini z = 2. Torej lahko krivuljo C

parametriziramo na naslednji nacin

—

o =T (p) =(2cosp,2sing,2), ¢el0,2n].

Upostevati je potrebno, da 7(¢) potuje po krivulji v nasprotni smeri

ure, ko ¢ tece od 0 do 2.
F (7 () = (6sin ¢, —4 cos @, 8sin ) .
F (7 () 7(p) = —12sin2 ¢ — 8 cos® p,

2
/ﬁ dr = / go) dp
C 0

27r
= —12sin? ¢ — 8 cos? cp) de
0
2

3

(4 sin? o + 8 (sm2 © + cos? @)) dep

2
(4 sin? o + 8) de

0
2T 1— 9
= / <4 (COS SD) —|—8> dy
0 2

2m
:/0 (10 — 2cos (2¢)) de

/0
J

= (10 — sin (2¢p)) |2™ = 207.

5. Krivulja C je elipsa, dana z enacbo % + % = 1 v zy ravnini. Dano
je vektorsko polje F = (3:1: — 4y + 2z, 4% + 2y — 322,202 — 4y + 23).
Izrac¢unaj delo, ki ga opravi sila F na delec pri gibanju po elipsi C' v

nasprotni smeri ure.
Resitev:

Parametrizirajmo elipso C
@ = 7(p) = (4cosp,3sinp,0), ¢ € [0,27].
F (F(p)) = (12 cos ¢ — 12sin ¢, 16 cos ¢ + 6 sin ¢, —4 sin? go) .

7 (p) = (—4sin g, 3cos @, 0).
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F (7 () 7 (p) = —30cos @sin ¢ + 48.

F (7 ()7 () do

(48 — 30 cos psing) dp

i a2

sin?(2m)

S~ S~

o

= 48(2m) —30 = 96m.

4.2 Krivuljni integrali skalarnega polja
Ce je:
o
7:la,b] — R3
to—= () = (x(),y(t), 2(1)),
parametrizacija krivulje K,

e f: K — R skalarna funkcija,

téfdszlffW@»

1. Naj bo ¢ (z,y) = /2% 4+ y2. Izracunaj integral

/K o(x,y) ds.

kjer je K kroznica z enacbo x2 4 y? = ax za nek a > 0.

potem je

?(t)’ dt.

Resitev:

Preuredimo enaébo kroznice 22+1y? = ax v ekvivalentno obliko (CL‘ — %) +

2

2 L o 1
y* = % . Kroznica ima sredisce v tocki (a

29

0) in ima polmer §. Uve-

demo polarne koordinate

m™ T
2(p) =r(p)cosp, y(e) =r(p)eosp, g€ |73
kjer velja

r()® = ar () cos ¢
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in tako dobimo
Velja

Imamo parametrizacijo

— 2 . ™ T
@ = 7(p) = (¢(¢).y(p)) = (acos’ p,acospsing) , p € [T, 7]
7o) = (—2acos psin p, —asin® ¢ + acos® p) = (—asin(2yp), acos(2p)) .
7(¢) |= V/(—asin@p))? + (acos@R)? = \/a2(cos? (2) + sin? (2)) = |al= a,

ds = |7 ()| dp.

/K o(z,y) ds = / o (7)) I ()| dy

= / la cos pla dy

jus
2

_—

2. Naj bo a > 0. Poisci tezisce zice, ki je zvita v obliki kroznice z enacbo
2? +y? = ax z gostoto o (x,y) = \/m

Resitev:

VE]

cosp dp = a? (sing) |2, = 2a°.

s
2

Preuredimo enacbo kroznice 22+1y? = ax v ekvivalentno obliko (:U — 9) +

2
2 L s e .
y? = % . Kroznica ima sredisce v tocki (%, O) in ima polmer 5. Uve-

demo polarne koordinate

mTm
2(p) = r(g)cosp, y(p) =rlg)eosp, pe |5, 7],
kjer velja
r()? = ar (p)cos o
in tako dobimo

r (@) = acosy.
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Velja
(@(9))* + (y(#)* = (r(¢))* = a® cos® p,
Imamo parametrizacijo
p = () = ((9),y(¢)) = (acos® p,acospsing), € [—g g}
7o) = (—2acos psin g, —asin® p + acos® ) = (—asin(2p), acos(2p)) .
7() |= V/(—asin(2¢))? + (acos(2¢))? = \/a2(0082 (2¢) + sin? (2¢)) = |al= q,
ds = |F(¢) | d.

Poiséimo maso zice

a (0052 ¢) a(cosp)a dy

4
a®cos® p dp = a2§

kjer smo upostevali

%
/ adcos® pdp =

/ 1—s1n cp cosp dy
1
4
/ l—u .
1 3
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M, = /xg(:n,y) ds
K

VI

= [ s + W) )] do
= /_ a cos ¢ sin p|a cos pla dy

= / a® cos? psin g dp = 0,

kjer smo upostevali, da integriramo liho funkcijo po simetri¢cnem in-

c o eees . My My\ _ (2
tervalu. Torej tezisce je (W m’) = (§a70)'
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5 Ploskovni integrali

5.1 Ploskovni integral skalarnega polja
Naj bo S ploskev v prostoru R3.
e Naj bo D C R? in naj bo

7:D — ScR3

(u,v) — (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))
parametrizacija ploskve S,

e Naj bo f: 5 — R skalarna funkcija,

[ [ras=[ [ rewon|5i <o

Povrsina ploskve je

J Lo [, o

Masa ploskve S s povrsinko gostoto o = p(z,y, z) je enaka

o= | foss= [ e

" o
TezisSce ploskve S pa ima koordinate

potem je

du do.

' du do.

(‘TT) yr, ZT) )

//(EQdS // u,v) uv))glcxgz du dv.
or or

m//:z:gdS // u,v) uv))%x% du dv.
or  or

m//LEQdS // u,v) uv))%x% du dv.

Vztrajnostni moment ploskve S glede na os z je enak

Z—//x—i-y ) dS = // ?(u,v) + ¥ (u, v))

kjer je

or or
7><7

EReE du do.
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1. Ploskev S je dana z enacbo z2 + y? = z2. Izracunaj povrdino tistega

dela ploskve, ki lezi med ravninama z =0 in z = 1.
Resitev: Uvedemo koordinate
z(p,z) =1(z)cosp, ylp,2) =r(z)sing, z(p,2) =2,
¢ € (0,27, z € [0, 1],

22(p,2) + 12 (p,2) = r(2).
Od tod dobimo r(2)? = 22, od koder sledi 7(z) = |z|= 2. Paramteri-

zacijo ploskve P je torej naslednja
(p,2) = 7(p,2) = (zcosp, zsin g, 2),

v €[0,2n], ze€][0,1].

Povrsino tistega dela ploskve P, ki lezi med ravninama z =0in z =1

izraCunamo na naseldnji nacin:

ot or or
P = = - -
= [ [ as= [ [ |G o el aa
kjer je
or .
% (Zu 90) = (COS ¥, S @, 1) )
or .
% (z,¢) = (—zsingp, zcos ¢, 0),
or or
% (27()0) X % (z,(P> -
(—zcosp,—zsingp, z),
or or
& (Z,QO) X % (Z,QO)’ - \/izv
torej

$dp =7mVv2.

P(S):/Ozﬂ/olﬁz dzdcp:/o%(\/izg)

2. Dan je trikotnika A spc z ogliséi A (1, %,O), B(0,1,0) in C (0,0, 2)

(a) Izracunaj povrsino trikotnika.

(b) Izrac¢unaj maso trikotnika, ¢e je gostota podana s funkcijo o(x,y, z) =

Y.
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3. Naj bo K zgornja polovica sfere z radijem a > 0. Izracunaj vztrajno-
stni moment S glede na z os, t.j. [ [, (#* +y?) dS.

Resitev: Parametrizirajmo zgornjo polovico sfere s sferi¢nimi koordi-
natami. Naj bo T'(z,v, z) tocka, ki lezi na sferi z enacbo 22 +y? 4 22 =
a®. Tocka T’ naj bo pravokotna projekcija totke 7' v ravnino z :_(>)
0 naj bo kot, ki ga oklepa poziti\gl poltrak osi x z vektorjem 07",
¢ pa naj bo kot med vektorjem 07" in vektorjem (ﬁ . Tedaj lahko

koordinate toke T izrazimo kot
r=acospcosl, y=acosysinf, z=asiny,
Parametrizacija zgornje polovice sfere je
(p,0) = 7(p,0) = (acospcosh,acospsinb, asiny),

gclo,2r], pe [O,g}.
or  or
Jdp 00

Vztrajnostni moment je

J, = //K(x2+y2) ds

s —
2 or

— /27r d@/ [(acosgocosH)Q—i— (acosgosinH)Q] @ « 2o
0 0 Op 00

27 5
= / de / a? cos? pa® cos ¢ dop
0 0

_ 27ra4g _ 4rra*

3 3

= |(—acosp) 7 (p,0)| = a® cos .

dy

4. IzraCunaj tezis¢e homogenega trikotnika P, ki lezi v ravnini z = x in
je omejen z ravninami x +y =1, z =0 ter y = 0.
Resitev: Pravokotna projekcija trikotnika P v ravnino z = 0 je enaka

trikotniku D v z,y ravnini.
D={(x,y); 0<z<lye[l,1-a]}

Ploskev P je graf funkcije z = f(z,y) = z, (z,y) € D. Parametrizacija
ploskve P je
7¥:D— P,
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(2,y) = (@, y) = (z,y,2).
Vektorski produkt je

or _or of of
Z o= = (~1,0,1).
oz Jy ( oz’ Ay’ ) (-1,0,1)

or or

m = //QdS
‘ dz dy

_ Q/O(O fdy)d:c:\%.

T = 1//xQdS
m
= // (‘37“)(87“‘ dx dy
o
= g/ </ xﬁdy) dx
m.Jjo 0
Lo 1

m3v2 3

1
yr = //deS
m P

J|or o
83: dy

I e 1 o 1
= o— \@d>dm::.
“m Jo </0 e m3y2 3

zp = 1//zgd5’
m

dz dy

_ // - 67’ ar‘ddjdy
m 0

_ // ﬁxﬁ(mw
o
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5. Izracunaj povrsino dela sfere 22 + 32 + 22 = 4, ki lezi na stozcem
z =z + 1>
Resitev:

1. naéin: Poi$ ¢imo krivuljo v kateri se sekata ploskvi 2 + 2 + 22 =4
in z = \/fﬁy2 Presek je kroznica x? + y? = 2, ki ima sredisce
v izhodis¢éu in ima polmerom /2. Pravokotna projekcija ploskve v
ravnino z = 0 je krog D s sredii¢em v izhodis¢u in s polmerom /2.
Krog D parametriziramo s polarnimi koordinatami x = rcosp, y =
rsin @, tretjo koordinato z na ploskvi pa izracunamo iz enacbe 22 +
y? + 22 = 4 in dobimo z = /4 — (22 +y2) = V4 — 72, torej imamo

naslednjo parametrizacijo ploskve
(r,p) = 7(r,p) = (r cos ©, T sin ¢, M) 7
re [O,x@} . pelo,27].

@(r ) = [ cosg,sin S——
37“ ) = ®, QD?\/m I

g; (r,¢) = (—=rsingp,rcosp,0),

or or r .
<8r X 8@) (r,p) = ﬂr(r,cp).
)‘_ r 2r

ﬂ'T(T’@' :\/ﬁ'

8r or
Or 6@

Povrsina ploskve je
27
L[5
2 V2 Ar
———dr | dp=
/o </o Va4 —1r? ) v
2m
/ (—2 4—7"2> (\)/Ez
0

/0277 (-2[2+4) dcp:27r<4—2\/§).

Uporabili smo

|- [t

31" dr dp =

= R L
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D=

u

+C=-2v4—1r2+C,

kjer smo vpeljali novo spremenljivko u = 4 — 2.

T
2

2. nacin:
Uporabimo sferi¢ne koordinate: Naj bo T'(z,y,z) poljubna tocka na

ploskvi.

Oznacimo s ¢ kot med ravnino z = 0 in vektorjem 07 .

(p,0) = 7(p,0) = (2cospcosb,2cos psinb, 2siny) ,

T

0clo0,21], e [—,—},

[0.27], pe |75

kjer smo upostevali, da na ploskvi z = /22 + 32 velja 2sinp =

V/22 cos? p(cos2  + sin? 0) = 2 cos ¢, od koder sledi ¢ = 7. Tako ugo-
tovimo, da velja 7 < ¢ < 7.

Povrsino ploskve izrac¢unamo na naslednji nacin:

2 g
r= /)
o Ji
2 g 27
= / /22cos<pdg0d9:4/ sin
0 z 0 x
4
27
- 4/ (1—\@> d0—4(1—\/§>27r.
0 2 2

Upostevali smo, da velja

or or
%(mp) X 89(?,@)‘ de db

(N

dé

™

or or

T —
%(T,@)X%(ﬁ@) = _2COSSDT(<)070)7

or or
‘ r r ' = 22cos.

% (T, 30) X % (T7 50)

6. Izracunaj povrsino dela paraboloida P, podanega z enacbo z = z2 42,

ki lezi pod ravnino z = 9.

1. naéin z uporabo kartezi¢nih koordinat: Presek ploskve z = 2% + y?
z ravnino z = 9 je kroznica C' s polmerom 3 in s sredis¢em v tocki
(0,0,9). Kroznica C lezi v ravnini z = 9. Pravokotna projekcija

ploskve P v ravnino z = 0 je krog D s polmerom R = 3 in s sredis¢em
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v koordinatnem izhodiséu (0,0). Torej D = {(z,y);2% + 3> < 9}.

Izracunajmo povrsino S(P) ploskve P. Pisimo z = f(z,y).
af\* . (9f\?

1 - — ] dxd
//D\/ +<5w> +<8y> o
= // V14 (22)2 4 (2y)? dz dy

D
= // V14422 4+ 4y? dz dy

D

2 3
= / /r\/1—|—4r2drd<p
o Jo

= /027r <224 (1 +4r2)3>

- %(37@—1).

S(D)

o de

Vpeljali smo polarne koordinate
T =rcosp, yY=rsingp,

pel0,2n], rel0,1], J=r

Pri tem smo upostevali

/r\/1+4r2d7’ = 1/\/ﬂdu:1u +C

kjer smo upostevali substitucijo 1 + 472 = u.
2. nac¢in parametrizacije

Parametrizirajmo ploskev s parameteroma (7, ), pri ¢emer upostevamo,
da je pravokotna projekcija ploskve P v ravnino z = 0 krog D s pol-
merom 3 in s srediS¢éem v izhodis¢u. V ravnini z = 0 krog D para-
metriziramo s polarnimi koordinatami x = r cos ¢, y = rsin p. Tretjo
koordinato doloca predpis z = 22 4 y? = r2. Torej je parametrizacija

ploskve P naslednja

(ryp) = 7(r, @) = (7“ cos @, rsin @, 1"2) ,

pel0,2n], rel0,1].
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Za izracun povrsine ploskve potrebujemo vektorski produkt

or 0
a—r (r,p) X a—r (r, ) = (cos p,sin g, 2r) X (—rsiny,rcos p,0),
r 2

(—27"2 cos @, —2r? sin @, 7") .
or  Or

X —

op " dp

= Vdrt + 12 = V2 /dr2 + 1.

S(D) = / /S a8
= _ X —
//[0,3]><[0,27r] Do Op

2w 3
= / [/ 7“\/47“2+1d7“] dp =
0 0

= ‘ (—2r2 Cos p, —2r%sin v, r) ’ =

or or

dr de

% (37@— 1) .

7. Ploskev S naj bo del sfere 22 + y? + 22 = a? v prvem oktantu, ki lezi

znotraj cilindra (z — %)2 +y? = %. Izra¢unaj povrsino ploskve S.
Resitev:

Parametrizirajmo ploskev S. Pravokotna projekcija ploskve S v zy

a

g in s srediscem v tocki (§,0).

ravnino je enaka krogu K s polmerom 35

1. nacin:

Vpeljimo polarne koordinate. Pois¢imo najprej parametrizacijo kro¢znice

a
29
nate. Naj (z,y) lezi na kroznici.

0) in s polmerom 4. Vpeljimo polarne koordi-

s srediscem v tocki ( 5

z=r(p)cosp, y=r(p)sing, ¢c[0,27].
Poiscimo r(p). Vstavimo v enacbo kroznice in dobimo
(r(9))? cos? @ + (r(¢))?sin® = ar(p) cos v,

(r())* = ar(p) cos p,
r(p) = acos p.

Parametrizacija kroga K je naslednja

(ryp) = 7(r, ) = (reosp,rsing), re0,r(p)], ¢ €[0,2n].
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Tretjo koordinato z tocke T' na ploskvi P dolo¢imo iz enacbe sfere,
z=+va? — (22 +y?) = £V a? —r?,

kjer izberemo predznak 4, ker lezi ploskev nad ravnino z = 0. Torej

imamo parametrizacijo ploskve P:
(r.p) — 7 (r, ) = (rcos g, rsin g, Va2 — r?),
(rg) € D={(r¢), ¢ €l0,3],0<r<acosp).

oF _ oF r

ar < g = —7WT(T,SD),
or. o
or  Jyp

[l =] blar=al

3 [acosy
= —=drd
L[ as e
= /2 (—a\/a2—r2)
0

%
— / (—a aQ—azcoszgo—i-az) dy
0

7, .
= / a® (1 —siny) de
0

g: 2 Z_1>
0 a (2 .

”
= —F/—=a.
a2 _ 12

or  or
dp

dr d
or ray

acos ¢
0 de

= a? (p 4 cosp)

Upostevali smo, da velja

1
ra a 1 au2 1
——dr=—= [ —du=—-—=— = —au2+C = —ava? — r2+C,
/\/a2 —r2 2 / Vu 2 %
kjer smo uvedli novo spremenljivko
u=a?—r2

2. nacin:

Ploskev P parametriziramo v kartezi¢nih koordinatah

($,y) — F(:B,y) = (l‘ayv \/m) s (.’E,y) e K.
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gxg— — x _ Y 1 —
Or Oy \ V(@) Ve -@i) )

oF o 22+
or Oy a? — (22 +y?)
2

B
@ =@+

JJos =T 1Ja
//Dm

= / /aCOS@ a4 QTdrdgo
= @ (3-1);

Vpeljali smo polarne koordinate in parametrizirali krog K na naslednji

or or
7><7

nacin
(ryp) = 7(r,p) = (recosp,rsing), (r,p) € D,
kjer je
D ={(r.¢).9 €[0,5],0 <7 < acosp}
in
J=r.

8. Ploskev P naj bo del ravnine z + y + z = 1, ki lezi v prvem oktantu.

Naj bo dana funkcija f(z,y, z) = yz. Izracunaj ploskovni integral

//Pf(w,y,z) ds

1. nagin: Pravokona projekcija ploskve 2 v ravnino z = 0 je obmocje

Resitev:

D v ravnini z = 0, kjer je
D={(zy); z€[0,1], 0<y<1-a}
Pisimo z = g(x,y) = 1 —  — y. Parmetrizirajmo ploskev €.

F(‘Tvy) = (a:,y,g(:C,y)) = (‘Tayal - y),(x,y) € Dv
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X —

or 8F_< dg Og

oxr Oy
Lahko izrac¢unamo direktno
or or
— x — = (1,0,—-1 1,-1)=1(1,1,1).
axxay (707 )X(077 ) (77)
or or
— x —| =}(1,1,1)] = )
o | =ILLD = V3

[[sevaas = [ [Twa-e-mviaa

1/,2 2 3
Yy Y Yy 1-z
= = = - = d
\/g/o <2 $2 3)0 T
1 1
= \/3/(1—33)3 dz
6 Jo
_ 1 (1—a)*\ |, 1
= \/§6<— 7 )0_ 351

2. nacin:

Pravokona projekcija ploskve 2 v ravnino y = 0 je obmocje D v ravnini

y = 0, kjer je
D ={(z,2);x€0,1,0<z<1—x}.
Pisimo y = g(x,2) = 1 — x — z. Parmetrizirajmo ploskev .

Mz, 2) = (z,9(x,2),2) = (2,1 — 2 —x,2),(x,2) € D,

or  or
0z Oz

Lahko izracunamo direktno

or _or
% x % - ‘(07_171) X (17_170)‘ - (17171)'

99 . 99
——,1,—=]=|(1,1,1)].
(-521.-30) = 10.1.0)

or  or
0z Oz

/01 /01—:(;(1 i)

1 11—z 1
= \/g// (1—z—2)zdzde=V3=.
o Jo 24

=1(1,1,1)] = V3.

0z Ox

dz dz

//Qf(ac,y,z) ds
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9. Izracunaj ploskovni integral fo z,y, 2)dS, kjer je f(x,y,2) = x%yz
in Q je del ravnine x+y+2z = 1, ki lezi nad pravokotnikom [0, 3] x [0, 2].

Resitev:
or  or
— x —[=1(1,1,1)|= V3.
oo G l= L= V3
3 p2
—93v/3
/ f(z,y,2)dQ = / / V322y(1 — & — y)dady = f
Q o Jo 2
10. Poiséi povrsino dela paraboloida z = 242, ki lezi pod ravnino z = 9.
Resitev:
1. nacin:

Izra¢unajmo povrsino v karteziénih koordinatah. Pravokotna projek-

cija ploskve P v ravnino zy je enaka krogu s polmerom 3. Naj bo
D = {(z,y);2* +y* < 9}.
Pisimo f(x,y) = 22 + y?. Ploskev P parametriziramo na naslednji
nacin
(@,y) = 7(2,y) = (x,y, f(z,y)), (=,y) €D,

or _or 0g Og o
axxay_< 8x’ ay)1> _( 2x’ 2y’1)'

Povrsina je

/), o

2T
dxdy = //\/233 (2y)2 —l—ld:cdy—/ / V14 4r2 dr do

- /0 <224 (1+4r° )3>

- g(37\/ﬁ—1).

5 de

Upostevali smo

1 2 2 3
/rdeZS/UduzungC:(1+4T2)2+C,

24 24

kjer smo vpeljali novo spremenljivko u = 1 + 472,

2. nacin:
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Parametrizirajmo ploskev P na naslednji nacin:

(r,cp)—ﬂ"(r,go):(rcosgp,rsincp,rQ), re[0,3], ¢€]l0,2n].
or or

o X % = (—27“2 Cos @, —2r?sin v, 7“) .
or  or
x| = VAt 2 = /2 + 1=/ 2 4 1.
ar Oy
or  or T
dS:// = X ——| drdp =~ (37V37 - 1).
//S 0,3]x[0,27] |07 O 4 6< )

5.2 Ploskovni integral vektorskega polja

Pretok vektorskega polja F skozi ploskev P s parametrizacijo ¥ : D — P je

enak

o o = o S or  or
/PF-dS—/PF-ndS—:t//DF(r(u,v))'<8u><av) du dv,

kjer je 7 normalni vektor na ploskev S dolzine 1. Predznak + izberemo v

primeru, ko vektor % X % kaze v smer vektorja 7, to je, v smer, v katero

racunamo pretok.

1. Izracunaj pretok vektorskega polja ﬁ(:}:,y,z) = (z,y,z) navzven iz
valja z radijem R in viSino h, ¢e je os valja enaka z osi in njegova
spodnja ploskev lezi v xy ravnini.

Resitev:

Povrsina valja je unija treh ploskev, kroga Py s sredis¢em v izhodiscu
in z radijem R, plas¢em valja P in zgornjo ploskvijo Py, to je, s krogom

s redis¢em v tocki (0,0, h) in s polmerom R.
Izra¢unajmo pretok skozi spodnjo ploskev Fy.

Ploskev Py parametriziramo na naslednji nac¢in:

(r,¢) = (reosep,rsing,0), r€[0,R], ¢ €][0,27],
or  or
é X a—: = (—rsing,rcosp,0) x (cosg,sinp,0) =
= (0,0, —r (sin2 © + cos? ¢)) =(0,0,-r).

Smer normale je prava, kaze navzdol.
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- I or  or
(x,y,2) dS = / / ( X ) dr dp = 0.
//P0 e Op  Or i

Izra¢unajmo pretok vektorskega polja skozi plas¢ C' valja.

Ploskev P parametriziramo na naslednji nacin:

(p,2) = (Rcosp, Rsing,z), ¢e€[0,2n], =ze€l0,h].

or or
8; (9,7; (—=Rsinp, Rcos,0) x (0,0,1) = (Rcosp, Rsinp,0).

. - 2r rh or  Or
F(x,y,z dS:/ /FFT, <><>d7"dz
| [ @ [ R (5525
2m
= / / (R2 cos® p + R sin? gp) de dz
0o Jo

h r2rm
/ / R? dp dz = 2 R?h.
o Jo

Ploskev P parametriziramo na naslednji nacin:

(r,p) = (rcosp,rsing,h), ¢el0,2x], rel0,R].

g; g: (—rsing,rcosp,0) x (cosp,sinp,0) =

= (0,0, —r (sin2 © + cos? ¢)) =(0,0,-r).

Smer normale na zgornji ploskvi mora biti v pozitivni smeri osi z
2
= - or  or
F ds = m ( — X — | drd
/14% (12) 45 u/ ./‘ (F (8@><8r) Ty
2
= —/ / (rcosp,rsing, h) (0,0,—r) dr dg
o Jo

2t rR 7“2
—/ /lw&dwzﬂwzg
0 0

= tR?h.
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Pretok je

[ [ Fawase [ [ Fape ase | [ Faye) as=smrn
Py P P

2. Dano je vektorsko polje ﬁ(az,y, z) = (zze¥, —xzeY,z). S naj bo del
ravnine podane z enacbo x + y + z = 1, ki lezi v prvem oktantu,

orientirana z normalo, ki kaze navzdol. Izracunaj

//Sﬁ(g;,y,z) ds.

Parametrizacija ploskve S:

Resitev:

(«T,y) —>F($,y) = (x,y,l—x—y),(a:,y) GD,
D={(z,y);0<2<1,0<y<1-—uz}.

oF  oF of of
Tx =2 1)l =0111).
8xxay ( 8.%" 8y7 > (7 ) )

_ _//Dﬁ(m,y)) <g§xgz> dz dy
_ —//D(x(l—x—y)ey,—a:(l—x—y)ey,(l—x—y))(l,l,l,)da:dy

= —// (xey—xQey—xyey—xey+:):26y+xyey+(1—x—y)) dx dy
D

_ —//D(l—z—y)dxdy
_ _/01/01_$(1—x—y)dydm
[t

= —/01 1—:E—:c(1—:c)—;(1—1;)2)

1—x
o dx

dz
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6 Integralski izreki
6.1 Gaussov izrek
Ce je:

e T C R3 ’dovolj lepo’ obmodéje z robno sklenjeno ploskvijo 9T, katere

normala 77 kaze navzven iz ploskve,

e I vektorsko polje,

/ F.idsS= | F- d§:///divﬁdv.
oT oT T

Pri tem je divE = V - F, torej div (P,Q,R) = %—54—8%—1—%.

potem je

1. Telo T je omejeno s ploskvami z = 1—22, 2 =0, y =0, y+ 2 = 2. Naj
bo S rob telesa T, orientiran z zunanjo normalo. Dano je vektorsko

polje

F(Sﬂ,y, Z) = (:E’yv Z) = (:Ey, y2 + 6332275111.%3/) .

(a) Izracunaj div F (z,y, 2) .

(b) S pomocjo Gaussovega izreka izra¢unaj pretok vektorskega polja
F skozi ploskev S.

Resitev:

div F (z,y, 2) = 3y.

T={(z,y,2);—1 <z <1, 0<z<1-—22 0<y<2-2z},
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// F.dS = ///divﬁdvz///sydv
oT T T
1 pl—a? p2-2
= / / / 3y dy dz dz
-1Jo 0
1 pl—a?,272—%
= 3 / / [y} dz d
_1Jo 2 ]y
1 pl—2? (9 )2
= 3// (2—2) dz dz
_1Jo 2
1 _ y371-2?
_ 3/ (2-2) e
2/, 3 |,

1
_ ;/ (2 - (1—2%)°+8] da

-1

e

2J4
1 1
= —/ [(1+22)3 —8] do
2/
! 184
= —/0 (—7+3x2+3x4+x6) dx:%.

Na zadnjem koraku smo upostevali, da je integrand soda funkcija.

2. S pomocjo Gaussovega izreka izracunaj pretok vektorskega polja F (x,y,2) =
(z,y,z) navzven iz valja z radijem R in visino h, ¢e je os valja enaka

z osl in njegova spodnja ploskev lezi v zy ravnini.

Resitev:

div F = 3.

// F.oa§ = ///dideV:///3dV
ar T T
2t rR rh
= / //37“dzdrd<p
o Jo Jo

27 R
= / / 3rz
0 0
2r  rR 2
e
0 0 2
R2

= h3727r = 3rhR>.

h
dr de
0

R
0
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V izra¢unu integrala smo vpeljali cilindri¢ne koordinate
xr=rcosp, y=rsing, z=2z,

re|0,R], ¢€l0,2n], z€l0,h],J=r

6.2 Stokesov izrek
Ce je:
e P C IR3 ’dovolj lepa’ orientabilna ploskev z robom 0P,

e F vektorsko polje,

/8Pﬁ- d§z/}3<rotﬁ)- ds.

1. Izracunaj integral vektorskega polja ﬁ(m, y,2) = (x+3y+22,2¢+ z,x — y)
po robuC' trikotnika z oglisci (2, 0,0), (0,3,0) in (0,0,1). Uporabi Sto-

kesov izrek. Krivulja C' naj bo orientirana v nasprotni smeri ure.

potem je

Resitev:

Oznacimo z S ploskev-trikotnik z oglisci A(2,0,0) ,B(0, 3,30) in C(0,0,1).
Krivulja C je rob trikotnika S. Pravokotna projekcija trikotnika S v
ravnino z = 0 je enaka trikotniku A4 gror z oglis & A'(2,0), B'(0, 3)

in C’(0,0).

3
AA/B/C/ — {(l’,y),O S X S 2,0 S Yy S 3 — ix}

Pois¢imo Se endacbo ravnine, ki gre skozi tocke A(2,0,0) ,B(0,3,0) in
C(0,0,1). Enacba ravnine:

AB x AC = (~2,3,0) x (—2,0,1) = (3,2,6),

(,9,2) —(2,0,0) (3,2,6) =0,
3z +2y+62—-6=0,

z (=32 +6 —2y) = f(x,y).

1
5
(7o % 73) = (=fu—Fy1) = 5 (3,2,6).
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(rot ﬁ) (r,y,2) = (-2,1,—-1),
(rot ﬁ) (7(z,y)) = (—2,1,-1),

(vot F) (7(w,9) (7 x 7) = (~2,1,-1) é (3.2,6) = .

6
/ﬁdF - //<rotﬁ)ﬁd5
c S
2 r3-3g
= // ’ (—10) dz dy = —5.
o Jo 6

2. S pomocjo Stokesovega izreka izracunaj integral vektorskega polja
F(z,y,z) = (:L‘Qy3, 1,2)

po kroznici C, ki je presek valja z enacbo 22 4+ y?> = R? in ravnine z

enacbo z = 0.
Resitev:

Kroznica C' je rob kroga D s sredi§¢em v izhodi¢u in s polemrom R.

Parametrizacija kroga D:
(r,9) = 7(r,p) = (reosp,rsing,0), r€[0,R], ¢¢€l0,27].

7r(rp) = (cos g, sin p,0),
7o (7, ) = (—rcos,rcosp,0),
7 X 7y = (0,0,7).
(rot ﬁ) (7(r, ) = (0,0, —3r? cos® pr? sin® %),
rot F(7(r, ) (7 x 7p) =

= (0,0, —3r# cos? g sin? ¢) (0,0,7) = —3r5 cos? psin? .
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/Cﬁdf - //D(rotﬁ)ﬁds

= / / (—3r5 cos? o sin® cp) dep
[0,R] x[0,27]
2

6
= —3/ cos? psin? ()
0 6

R
0

3R6 27
= % /0 cos? %) sin? p dep
_ 3R°m  RSr
B 6 4 8

3. S pomocjo Stokesovega izreka izracunaj integral vektorskega polja F (r,y,2) =
(x+vy,r + 2,y + z) po kroznici C, ki je presek sfere z enacbo 22+ 4%+

22 = a® in ravnine z ena¢bo x +y + z = 0.

Resitev:

rot ﬁ(aj, y,z) = (0,0,0).

Vektorsko polje je potencialno in je zato integral vektorskega polja F

po vsaki sklenjeni krivulji enak 0, torej [, F d7 = 0.

4. Dano je vektorsko polje ﬁ) = (—y2,a:, 22) . Krivulja C' je presek rav-
nine y + z = 2 in cilindra z? + y? = 1. Krivulja C naj bo orientirana
pozitivno, to je, v nasprotni smeri ure, ko gledamo z vrha pozitivne osi
z. Izracunaj krivuljni integral fc F dF z uporabo Stokesovega izreka.
Pri uporabi Stokesovega izreka uporabi, da krivulja C' omejuje ploskev

S, ki lezi v ravnini y + z = 2.

Resitev:

rot F(z,y,2) = (0,0,1+ 2y),

Krivulja C' omejuje elipso S, ki lezi v ravnini y + 2z = 2. Pravokotna
projekcija elipse S v ravnino z = 0 je krog s polmerom 1 in s sredis¢em
v izhodis¢u. Parametrizirajmo elipso S.

1. nacin:

(ryp) = 7(r,¢) = (rcosp,rsing,2 — rsiny) ,
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re 0,1, ¢ e€l0,2n].
(7, ) = (cos p,sin g, —sin p) ,
To(r, ) = (—rsing,rcos p, —rcos p) ,

7 X T = (0,7,7).

<rot ﬁ) (7(r,p)) = (0,0,1 4+ 2rsinyp),

(xot F) (7)) (7 x 7,) =

=(0,0,1+2rsing) (0,r,7) =r (1 + 2rsiny).

/ (rot ﬁ) (7(r, 9)) (Fr x 7p) dr de
[0,1]%[0,27]

1 2
/ r(1+2rsing) de dr
0

2m 1

; (7‘ + 2r%sin cp) dr dy

2 7,2 2,)43 )
5 + 3 sin ¢

sin <p> dp

¢ de

Il
S— — — —

_l’_

N = DN =
Wl N

7 N7 N

2
p — 5 cos cp) 2= 7.

2. nacin:
Parametrizirajmo ploskev S s kartezi¢nimi koordinatami
(l’,y) — F(Jf,y) = (l‘,y,2 - y) )
(z,y) € D,
D = {(z,y);z* +y* < 1}.
Pisimo
z= f(z,y)=2—y.

/F.I X Fy = (_fam_fyv 1) = (07 17 1)7
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/Cﬁ a7 = //D(rotﬁ) (7, y)) (o x 7,) dr dg
- //D(O,O,1+2y)(0,1,1) dz dy

= //(1+2y) dz dy
D
2 pl
= / /(1+2rsing0)rdrdcp:7r,
o Jo

kjer smo vpeljali polarne koordinate

x=rcosp, y=rsing, rel0,1], ¢el0,2n], detJ=r.

5. Dano je vektorsko polje F= (3y, —xz, yzQ). Krivulja C' je presek pa-
raboloida 2z = 22 +4? in ravnine z = 2. Krivulja C naj bo orientirana

v smeri ure. S pomocjo Stokesovega izreka izracunaj krivuljni integral

/ F drF.
C
Pri izracunu upostevaj, da je ploskev .S, ki jo krivulja C' omejuje enaka

(a) plaséu paraboloida 2z = 22 + y2, pod ravnino z = 2.

(b) krogu § = {(z,y, 2);a® +y? < 4,2 = 2}.

Resitev:

rot F(z,y,z) = (22 +,0,—(2+3)) .

(a) Glede na dano orientacijo krivulje C', je normala usmerjena nav-
zdol. Iz enacb z = 2 in 2z = 22 + 2., dobimo 4 = 22 + 2.
Plavokotna projekcija ploskve S v ravnino z = 0 je krog D s

sredi§¢em v izhodis¢u in s polmerom 2.

1. nacin: Ploskev S parametrizirajmo s kartezi¢nimi koordina-

tami:

. 2 + 92
(way) - T(l’,y) = <5U’y> 2) ) (xvy) € D.

Ty X Fy = (_f:ca _fy7 1) = (_xv Y, 1) .

Normala 7, x 7, kaze navznoter. Normala 77 naj kaze navzven.

rot F (7(z,y)) (7 X 7)) =
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2 2\ 2 2 2
:(Z2+x707(z+3))(x,y’1):<x<x +y> +x2+$;—y+3>’

2
/ﬁdf = //(rotﬁ)ﬁds
C S
= —// (rotﬁ) ((x,y)) (7 x 7y) da dy
D
2 2\ 2 2 2
- // (m(w +y) +x2+x+y+3> dz dy
D 2 2
o2 2 4 2
= / /(rcos<p+r20082<p++3>rdrd<p

2 2 7,.6 7“2
= / / (cosg0+r3cos2g0++37‘> dr dy = 20,
o Jo \4 2

kjer smo vpeljali polarne koordinate

x=rcosp, y=rsing, re€l0,2], ¢el0,2x], detJ=r.

2. nacin:
Ploskev S parametriziramo na naslednji nacin:
2

(ryp) = F(r(r, @) = <7‘ cos @, rsin ¢, T2> , rel0,2], ¢€]0,2n].

Tr X Tp = (—r2 cos @, —r? sin go,r) ,

(rot ﬁ) (7(r, @) (77 x 7)) =

r2\? r?
<2> +rcose,0, 3~ 3 (—7“2 cos p, —r? sin go,r) =

rf 3 a2 ro
=——cosp —r°cos”p — — —3r

4 2
/ﬁdf — // (rotﬁ)ﬁds
C S
= —// (rot ﬁ) (7(r, ) (r X Tp) dr de
[0,2] x[0,27]

2 r2m /.6 3
= / / <cos<p+r3cos2g0++3r)

= 207.
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(b) Glede na dano orientacijo krivulje C, je normala usmerjena nav-

zdol. Parametrizacija kroga S:
(r,9) = 7(r,p) = (reosp,rsing,2), re(0,2, ¢e€l0,2n].

7 X 7y = (0,0, —7),

(rOt F ) (F(r, ) (77 X Tp) =

(44 rcose,0,-5) (0,0, —r) = 5r,

/ﬁdf - //(rotﬁ>ﬁds
C S
2 2
= / /5rdrd<p
0 0
27 57‘2
/(%)

2 dyp = 207

6.3 Greenova formula
Ce je:
e D C RR? ’dovolj lepo’ obmogje,

e F=(P,Q): D — R? vektorsko polje,

- 0Q oP
F-d§:// <—> dz dy.
/8D p \ O Jy

1. Izra¢unaj integral vektorskega polja ﬁ(az, y) = (21:2 + 92, (z + y)2> po
robu trikotnika z ogliséi (1,1), (2,2) in (3,1).

potem je

Resitev: Z uporabo Greenov formule dobimo

o= [ o
_ //D(2(1:+y)—2y) dz dy

= //D(Qx) dz dy

2 x 3 —x+4 5 7
= d 2x d d 20dy ==+ - = —.
/1 a:/l T y+/2 CL‘/l x dy 3+3 3
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2. Izrac¢unaj integral vektorskega polja ﬁ(az, y) = (2962 + 92, (z + y)2> po
robu trikotnika z ogliséi (1,1), (2,2) in (1, 3).

Resitev: Z uporabo Greenov formule dobimo

fo o = [ (G- 5) ares
_ //D(2(:U+y)—2y) dz dy
— //D(2x) dz dy
- /12 dx/r_$+42:1:dy:§.

3. Izracunaj integral vektorskega polja ﬁ(az, y) = (—ny, xy2) po krivulji
{(z,y) : 2 +y* =R*, 2 >0,y > 0JU{(0,y) : 0 <y < R}U{(z,0) : 0<z < R},
Krivulja naj bo orientirana v nasprotni smeri ure.

Resitev:

Z uporabo Greenov formule dobimo

- oQ 0P
F- dfF:// <—> dx dy =
/6D p \ 0z oy Y
=// (y* +2°%) do dy =
D
5 R
:/ / rr dr de =
0o Jo

TR*
=

4. S pomocjo Greenove formule izra¢unaj ploséino obmocja, ki ga omejuje

2
elipsa z enacbo i—s + z—z =1, kjer a,b > 0.
Resitev:

Vektorsko polje ﬁ(m,y) = (P(z,y),Q(x,y)) izberemo tako, da velja

% — %—1; = 1. Imamo ve¢ moznosti izbire komponent P in@. Izberemo

lahko npr. P = 0, Q(x,y) = z, oziroma P(z,y) = —y, Q(x,y) = 0.
Lahko tudi P(z,y) = —3y, Q(z,y) = 3z.

Izberimo

—

F(:C,y) = (P(ﬂc,y),Q(x,y)) = (_y>$) .

DN | =
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1 2m
=5 /0 (ab sin ¢ + ab cos? go) =

1 27
= / ab dt = wab.
2 Jo

6.4 Krivuljni integral potencialnega polja

Ce je F= gradu in je K krivulja od totke A do tocke B, potem je
/ Fdi=u(B)—u(4).
K

1. Izracunaj krivuljni integral vektorskega polja F (,y,2) = (y+z,2+ 2z, +y)
po

(a) po krivulji

C={(z,9,0),2> +y*=1,0<2<1,0<y <z},

v smeri od tocke (1,1,0) do tocke (1,0,0).
(b) po daljici D od tocke (1,1,0) do tocke (1,0,0).
Resitev:

Zacetna tocka obeh krivulj je enaka (—1,0,0) in konéna tocka obeh
krivulj je enaka (1,0,0). Velja

rotF = 6,
od koder sledi, da obstaja skalarna funkcija u, da je

—

F = gradu.

/ 7 i = /W Flr())i(e) do = u(1,1,0) — u(1,0,0).
C 0
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Prav tako velja
/ F dF = u(1,1,0) — u(—1,0,0).

D

Pois¢imo funkcijo u, za katero velja
F = gradu.
Izpolnjene morajo biti enache
uz(z,y,2) =y+2, uy(z,y,z2)=cr+z2 ulzyz)=x+y.

Prvo enac¢ho inegriramo po x in dobimo

u(z,y, z) = yr + zx + h(y, 2),

slednjo enacbo odvajamo po y in hkrati upostevamo enacbo uy(x,y, z) =
x + z, od koder dobimo

r+z=x+hy(y,2), hyly,z) =z,

nadalje, odvajamo enacbo u(x,y,z) = yx + zx + h(y, z), Se po z in
upostevamo enacbo

uy(x,y,2) =z +y

in dobimo

r+y=x+h.(y,2), hi(y,2z)=uy.
Zadnjo enacbo h,(y, z) = y integriramo po z in dobimo
Wy, z) =yz + g(y).
Iz enakosti
hy(y,2) =z+g'(y) = =
sledi ¢’(y) = 0 in g(y) = A. Torej h(y,z) = yz+ A, in

u(x,y,z) =yr +xz+yz + A.

Torej
F dF =u(1,1,0) — u(—1,0,0) =1,

S

Torej
F dF = u(1,1,0) — u(—1,0,0) =1,

S—
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2. Izracunaj krivuljni integral vektorskega polja F (z,y) = (x+y,xz —y)

po delu premice z enac¢bo y = z od tocke (0,0) do tocke (m, ).
Resitev: 1. nacin izracuna:

—

F(z,y)=(r+y,z—y).

P,y =z+y, Qz,y)=z—y.

Vektorsko polje je potencialno, saj velja

Torej obstaja funkcija u za katero velja

F = grad (u) = (Uzs Uy) -
Pois¢imo funkcijo u, za katero velja

Uy =T+ Y, Uy =2 —Y.

Integriramo prvo enacbo po z in dobimo

2

X
u(z,y) = 5 Tyt C(y),

ena vcbo odvajamo po spremenljivki y in dobimo

uy(z,y) =z + C'(y),

r—y=x+C(y),

torej
_y:C/(y)7
Y2
C(y) = _? +Da
22 2
u(e.y) = 5 +yr+ -5 + D,
= 7T2 2 772 2
/FdF:u(w,w)—u(0,0):+7T - 0=
C 2 2

2. nacin izratuna: Parametrizacija dela premice od tocke (0,0) do
tocke (m, ) je
r — 7(x) = (z,z), = €l0,n]
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7 Fourireove vrste

7.1 Fourireova vrsta na intervalu [/, (]

Ce je f kosoma zvezna funkcija na intervalu [—I, 1], ki ima v vsaki tocki levi

in desni odvod, potem je njen Fourierov razvoj enak

P = 3 (wweon (o) ehasin (o). 2

kjer je

:;/_lf(:v) dz
_1/lf(x)cos > zan>1,
/f sin —x) zan > 1.

Naj bo fperiodiéna razsiritev funkcije f s periodo 2! na realno osR.

e Vsota F(z) viste (@) je enaka f (z) v tistih tockah z € R, v katerih je

f zvezna.

e Vsota F'(z) vrste je enaka M v tistih tockah z € R, v

katerih f ni zvezna.

1. Razvij funkcijo f(x) = |z| v Fourierovo vrsto na intervalu [—1, 1].

Resitev: 3 — % ppay m cos ((2k — 1)mx).

2. Naj bo k> 01in [ > 1. Dana je funkcija

0 : —I<zx<-1
flx)=< 1 : -1<2x< -1
0 : 0<z<lI

(a) Razvij funkcijo f v Fourierovo vrsto na [—[,].

(b) Naj bo F(z) vsota Fourierove vrste. Dolo¢i vrednosti F'(1), F(0)
in F(21).

Resitev:
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(a) Perioda je 21.

1l 1 /-1 1 /1 ! 1 1 9
aozl/_lf(x)dx:l/_l f(x)dx—l—l/_lf(a:)dx+/1 f(:r)d:n:l/_ldle.

1 l
anp = l/ f(:n)cosnlﬂd:c
0

1 1 l
1
/ f(x)cosnlﬂ dx+l/ f(ac)cos@dx—i— f(x)cos@dw
-l -1
1

1

l

1

= / cos@dx
1) l

-1

Funkcija f je soda, od koder sledi

1 l
by, = l/ f(a:)sin? dz = 0.
1

Fourierova vrsta je

(b) Ker je f zvezna funkcija v tocki 0 je F'(0) = f(0) = 1. Ker je f
periodi¢na s periodo 2I, velja F'(2]) = F(0) = f(0) = 1. Naj bo

f periodicna raz§iritev funkcije f na realno os R. Funkcija fv

tocki « = [ ni zvezna. Torej je F(l) = w

3. Dana je funkcija

f(x):{ -1 : —7a<zx<0

1 : 0<z<7

(a) Razvij funkcijo F' v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, .

(b) F(x) naj bo vsota Fourierove vrste. Izracunaj F'(0), F(r), F(%),
F(3m).

Resitev:

(a)

—Tr
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ker je f liha funkcija. Naj bo n € N. Podobno

an = — f(z)cos (nz) de =0,
™ —T

saj je integrad liha funkcija.

anp = % 7rf(ac)s.in(mc) dz

2 ™

= — in (nz) dz
> [ sing)

_ 2cos(nx) |,

= o )

- —%(cos(mr)—l)

= (-

Fourierova vrsta je naslednja
> 4
F(x) = ————sin (4k — 1)x.
(x) ; k= n sin ( )z

(b) Naj bo fperiodiéna raz8iritev s periodo 27 funkcije f na realno

os. f ni zvezna v x = .

Py = {404 TE=0)_(Dra_,

fje zZvezna v r = 37“ in zato je F(%’r) = f(%’r) =-1. fje zvezna,

vz =% in zato je je F(5) = f(3) =L

4. Razvij funkcijo

f(x) =

0 s <x<0
siny : 0<x<nm

v Fourierovo vrsto na intervalu [—7, 7.

Resitev:



7 FOURIREOVE VRSTE

ay = 1 7rf(ac)dav

™

1 iy
= / sinx dx
™ Jo

™

1
= —(—cosz)|}

(—(cosm) + 1)

Aoy =

a = — () cosz dz
™ —T

™
= / sinx cos x dx
0

™
s

1
= — sin 2x dx
27T 0

T

— L (—cos(20))

4

1
= —— (cos(2m) — cos0) = 0.
4

Naj bon > 1.

/7r f(x) cos (nx) da = 1 /7r sin x cos (nz) dz
- 0

Ay ==
s

1
_ 1AW;@Mﬂ1+n»+$MM1—MHdw

™

T
0

:1[—mﬁgznny+—m%qgnmq

14+n 1—n 1

- () (e

2 [ 1 1] _1 2 . o
{ % |:1+n+1_n] — T1-n2 . TL—2]<Z,

0 : n=2k-1

1 2

-k
=T g FEN

1 [feostmm) | —cos((L=mm)) _ [ cos
(=)

82

cos0

1—n

)
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Naj bon > 1.

bn

asp—1 =0, keN.
o= [ f@sin) d
= = sin x
! T
1 ”. :
= / sin z sin () dx
T Jo
= o [ -coso)
= %) cos (2z)] dz
1 sin(2z)\" 1
T\ 2 ), Ty
1 (7 .
— f(z)sin (nx) dz
™ —T
|
/ sin z sin (nz) dz
T Jo
1
o [cos(z(1 —n)) + cos(z(1 4+ n))] d
0
1 /sin(@(l—=n)) sin(z(l+n))\" 0
27 1—n 1+n 0

Pri izrac¢unu koeficienta b,,, n > 1 bi lahko uporabili ortogonalnost:

0==
7'['

™

T . 9

Tf
sin x sin nx dx:/ sinxsinnx dz,n > 1.
T Jo

™

™

1 [7 2 [T
1:/ sinazsinxdx:/ sinz sinz dx,

—T —T

kjer smo upostevali prin = 1 in n > 1, da sta integranda sodi funkciji.

11 PR |
:W+2Sinﬂ7—ﬂ_’;4k2_1cos(2kﬂf).

5. Dana je funkcija f (2) = 22,2 € [0,27].

(a) Razvij funkcijo f v Fourierovo vrsto na intervalu [0, 27].

(b) Naj bo F(x) vsota Fourierove vrste. Izracunaj vrednosti F'(0),

F(2)

(c) Pokazi, da velja

1 11 72
e N '
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Resitev:

(a) Perioda je 2.

2 3 2
1z 8T
2 2T
agp = — zodr=——I3" = .
0 7r/0 3|0 3
Naj bon € N.
1 2m
an, = / ac2cos@dx
™ Jo s
1 2m
= / x“ cos (nx) da
T Jo
1 (2% 2z 2 . o
= —|sin (nz) + 3 C08 (nz) — —3 sin (n:n)) 5
147w 14rm 4
= _—— 2 = —— 2 = —.
— 3 cos (2n) — 3 cos (2n) 3
1 2m
bn, :/ xQSinwdx
™ Jo s
1 2m
= / 2% sin (nz) dz
T Jo
1 qcosnxr 2T 2 o
= — |-z + —5 SINNT + —5 CoSnNT | |j
T n n n
1[ 4n? 2 2 4
= —|——cos2nm+ —cos2nm — — | = ——.
T n n3 n3 n

Fourierova vrsta je naslednja

872 = [ 4 4
F(x) = g —l—Z(nQ(:osna:—;;sinna:).

n=1

(b) Naj bo fperiodiéna razsiritev funkcije f na R. Velja

F(0) = f<0+0)—;f(0—0> _ 47; o2

Ker je F periodi¢na s periodo 27, velja F(0) = F(27) = 272,

(¢) Vstavimo x = 0 v Fourierovo vrsto

84
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Upostevamo F(0) = 272 in dobimo

Od tod dobimo

1 1. 1. 7P
12022 32 6

7.2 Sinusna in kosinusna vrsta na intervalu [0, ]

Kosinusna vrsta za f na intervalu [0,[] je enaka

o0
Q nm
ERPILL (7).

Funkcijo f razsirimo na interval [—,0] kot sodo funkcijo. Dobljeno sodo
funkcijo ozna vcimo z fs. Funkcijo fs razvijemo na [—[,l] v Fourierovo

vrsto, kjer je
1/ 2 !
=1 [ fu@) =3 [ i) a,
1), L Jo

L[ nm 2 [ nmw
= — o _Z nm S '
anp, l/_lfs(x)COS<l:c) dz l/of(ac)cos<l:c) dz zan>1

Sinusna vrsta za f na intervalu [0, (] je enaka
> nm
Z bn sin (T$) .
n=1

Funkcijo f razsirimo na interval [—[,0] kot liho funkcijo. Dobljeno liho
funkcijo ozna veimo z f;. Funkcijo f; razvijemo na [—[, (] v Fourierovo vrsto,

kjer je
1 /! 2 [
b, = l/_lf(x) sin (7177Tx> dxl/o f (x)sin (nwa) dez zan>1.

1. Dana je funkcija f(z) = z,z € [0, 2].

(a) Razvij funkcijo f v kosinusno Fourierovo vrsto F' na [0, 2].
(b) Naj bo F(z) vsota Fourierove vrste. Izracunaj F'(2).
(¢) S pomocjo Parsevalove enakosti dokazi, da velja

s o1
~ (2n — 1)* 96
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Resitev:

(a)

Naj bo fs soda razsiritev funkcije f na interval [—2,2]. Funkcijo
f razvijemo po kosinusih na [0,2], kar pomeni, da funkcijo f,
razvijemo v Fourierovo vrsto na [—2,2]. Perioda je enaka 4. Torej

2l = 4 oziroma [ = 2. Tedaj

1 2 9 2 2 2
aoz/ fs(x)dx:/ f(:v)dx:/xdx: —)2=2
2/, 2 o 0 2
Naj bon € N.
1 2
an, = 2/2fs(az)cosm2m dz
2
= /:ncosmdx
0 l
( 2 . n7rx> 9 2 /2 nwx
= |(z—sin—— ) |g— — [ sin—— dx
nmw 2 nw Jo
2 . nmx 2 L 2\ 2 nwT \ |9
= |x—sin—— — | cos ——
nm 2 0 nmw 2 0

_ n24ﬂ_2<cos(n7r)— 1 >:42((—1)”—1)

n2m?

B 0 o n=2k,
B —QLNQ cn=2k—-1

n

Kosinusna Fourierova vrsta
o0
8 . 2k — )7z
F =1 — .
(x) + ; ( 2= 1)2772> sin 5

Razsirimo fs periodi¢no na celo realno os in razsiritev oznac¢imo
s fs. Ker je fs zvezna v x = 2, velja F(2) = f4(2) = 2.

2 2 a 2 >
3 (@) dr= [ (@) de =4 3 (0 02).

—2 k=1
2 3\ 2
/ 2 dr = (:c) = §
0 3 /)9 3

8 ad 64
— =9 e
3=t 20: 2k — 1)t

Torej imamo
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oo
Z 2k—1

k::l
2. Razvij funkcijo f (x) = sin (wz) v kosinusno vrsto na intervalu [0, 1].

Resitev:

:Hw

4 cos(2nmx)
T Z 4n2—1

3. Razvij funkcijo f(z) = 22, z € [0,27] v kosinusno Fourierovo vrsto.

Resitev:
9 2T 8 2
ag = / 22dx = i.
2 0 3
2 [27 ne
a, = 7 z2 cos ?dw
2) 2 2T
= |:$2m:| 2m _ / 2z sin — dz
n 2 n Jo 2

Kosinusna Fourierova vrsta je

> {72 16 nr
0
)= 5+ 2 (meos () =+ D eos

n=1 n=1

4. Razvij funkcijo f(x) = 2? v sinusno Fourierovo vrsto na intervalu

(0,27).

Resitev: Funkcijo f nadaljujemo na interval (—2, 27) kot liho funk-
cijo in nato to liho funkcijo definirano na (—27, 27) razvijemo v Fou-

rierovo vrsto
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88

1 2m . nmx
b, = 2% ; f(x)smﬁ dz

1 2
= / 22 sin % dz

™ Jo 2

- 2m

1 (—2) nx [ —8 4+ n2a? +8a: . nx
= —|(=2)cos — | ——— — sin —

| 2 n3 n? 2 .

1 n-2m (=84 n?(2m)? 8.2 ., n2w —
= - _((—2) cos — < 3 + —osin—— | - -2 -
1 '(72)(71),1(—8) _2(=1)"n*4r* 16
o n3 n3 n3

1 8(—1)"n?
= == (16(-1)" —16) —

= sy -6y - H

{ _Ti’r n = 2k,

- 1 (=32 8m? _
e ((2k71)3 - (2/?-1)) n=2k—1

5. (a) Razvij funkcijo f (z)

[0, ].

(b) S pomocjo naloge [5al izracunaj > >~ | ((

Resitev:

8

™

[eS)
n=1

sin((2n—1)z)
(2n—1)3

(a) =22

x (m — x) v sinusno vrsto na intervalu

71)n—1
2n—1)3

8 Parcialne diferencialne enacbe

8.1 Valovna enacba - nihanje neskoncne strune

D “Alembertove formula: resitev valovne enacbe

5 0%u
cf—— =
Ox?

Pu
ot?

a (z,t) € R x [0,00), ki zadosta pogojema

u(z,0) = f(z),

je dana s D”Alembertove formulo

u(x,t) =

N | —

ou

ot

[flx —ct)+ f(z+ct)] + —

(z,0) =g(x), zeR.

2c

(=8)

3

o)
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1.

2.

Poisci resitev valovne enacbe

o _ o
ox?  Ot2
a (x,t) € R x [0,00), ki zados¢a pogojema
u(z,0) = sinz, ?;;(x,()) =cosz, x€R.

Resitev:

Resitev bomo poiskali s pomoc¢jo D “Alembertove formule.

1 1 x4+t
u(z,t) = 3 [sin (z —t) +sin (z + t)] + 2/ t cosu du
.

1 1 T+t
= 3 [sin(x —t) + sin(z + )] + 5 sinu

r—t

1 1 1
= 3 [sin(z — t) + sin(x + t)] B +sin(z +t) — 3 sin(z — t)
= sin(x +t).

8.2 Valovna enacba - nihanje konc¢ne strune

Obravnavali bomo valovno ena¢bo konéne strune po Fourierovi metodi,
z lo¢itvijo spremenljivk. V nadaljevanju bomo pri reSevanju parcialnih
diferencialnih enacb obravanavali resitve diferencialne enacbe drugega
reda s konstantnimi koeficienti
X"(x)
X(x)

=-\ z€(0,0)

pri razliénih robnih pogojih glede na razlicne vrednosti realnega Stevila
A

(a) Pri robnih pogojih

ima diferencialna ena¢ba netrivialne resitve v primeru

nm\ 2

/\:(T) . neNl,

in resitev je
nmx
X(z)=C, sin%, neN.
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(b) pri robnih pogojih
X'(0)=0, X'(I)=0
ima diferencialna ena¢ba netrivialne resitve v primeru,
A=0

in tedaj resitev je
ter v primeru,

in tedaj resitev je
X(zx)=Cpcos —, neN
Resitev:
(a) Obravnamo diferencialno enacbo
X"+ AX =0, x€(0,1)

pri robnih pogojih

e Naj bo A < 0. Resimo diferencialno enacbo

X"+ AX =0.

kx

Vpeljemo nastavek X (z) = e**. Stevilo A\ mora zados cati

karakteristicni kvadratni enac¢bi
K2+ X=0.

Dobimo k12 = £v/—A. Splosna resitev diferencialne enacbe
je
X(x) = DyeV = 4 Doe VAT,

ODb upostevanju pogoja
X(O):D1+D2:Oa D2:_D17

dobimo
X (x) = 2D sinh v —Az.

Iz pogoja X (1) = 0 od tod sledi Dy = 0, torej X (z) = 0.
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e Naj bo A = 0. Tedaj ima diferencialna enacba
X"+2MX =0 < X"=0
splosno resitev
X(z) = Az + B.
1z pogojev X (0) = 0, X(I) = 0, od tod sledi X (z) = 0.
e Naj bo A > 0. Pri reSevanju diferencialne enacbe
X"+ 2AX =0

kx

vpeljemo nastavek X (z) = e**. Stevilo A\ mora zado§ cati

karakteristi¢ni kvadratni enac¢bi
2+ X\ =0.

Dobimo k12 = vV -\ = +iv\. Splosna resitev te diferenci-

alne enacbe je
X (z) = D; cos <ﬁx) + D3y sin (\/XSU) .
1z pogoja X (0) = 0 sledi
Dy =0,

torej
X(z) = Dysin (\&x) .
Upostevajmo Se pogoj X (I) = 0. Veljati mora Dy = 0, ali,
sin (ﬁl) = 0. V primeru Dy = 0, dobimo trivialno restiev
X (z) = 0. Torej mora veljati
sm(¢m):m
Dobimo )
VAL=nm, \= (?) ,neN.
X(x) = C’nsinnlﬂ, n € N.
(b) Obravnamo diferencialno enacbo
X"+ XX =0, z¢€(0,)
pri robnih pogojih
X'(0)=0, X'(l)=0.

Obravamo primere, ko je A realno stevilo.
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e Naj bo A < 0. Resimo diferencialno enacbo

X"+ AX =0.

kx

Vpeljemo nastavek X (z) = e**. Stevilo A mora zados cati

karakteristiéni kvadratni enacbi
k2 4+ X =0.

Dobimo k12 = £v/—A. Splosna resitev diferencialne enacbe
je
X (2) = D1V 4 Dye™ Ve,

Upostevajmo pogoja
X'(0)=0, X'(l)=0.

X'(z) = DivV=XeV™ 4 D, (—\/—)\) e VA,

1z

X ’(0) =0
sledi

Dy = Ds.
Torej

X'(x) = 2Dy sinh v/ —\x.
Upostevamo Se pogoj
X'()=0

in dobimo D; = 0, od koder sledi X (z) = 0.

e Naj bo A = 0. Tedaj ima diferencialna enacba
X'"+XX =0 < X"=0

splosno resitev

X(z) = Az + B.

1z pogojev

sledi A = 0. Torej
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e Naj bo A < 0. Resimo diferencialno enacbo

X"+ AX =0.

kx

Vpeljemo nastavek X (x) = e**. Stevilo A mora zados cati

karakteristicni kvadratni enac¢bi
K2+ X=0.

Dobimo kj o = +iv -\ = +iv\. Splosna resitev te diferenci-

alne enacbe je
X(x) = D cos (\F)\x) + Dy sin (ﬁx) .
UpoStevajmo pogoja
X'(0)=0, X'(I)=0.

X'(z) = =DV Asin (ﬁx) + Dyv/Acos (ﬁx) :

Iz pogoja X'(0) = 0 sledi Dy = 0. Torej
X'(z) = =DV Asin (ﬁx) :

Iz pogoja X'(1) = 0 od tod sledi Dy = ali sin (\[\;U) =0. Ce

D, =, sledi X (z) = 0. Torej mora veljati sin (ﬁw) =0, od
koder sledi
2
VAN =nm, A= (?) . eN.
nwx

X(x) :CnCOST, n € N.

3. Poisci resitev valovne enacbe

d%u 1 9%u

0x2 2 o2

za (z,t) € [0,7] x [0,00) ob pogojih
u(0,t) =0, w(mt)=0, zat>0,

n

(Z::(«T;O)_L za 0 <z <.

u(z,0) = cosz,
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Resitev: Resitev bomo poiskali s pomocjo lo¢itve spremenljivk. Vpe-
ljemo
u(z,t) = X(x)T(t)
od koder dobimo
1 T// X//
T X
Iz robnih pogojev u(0,t) =0, wu(m,t)=0, zat>0,sledi

Sy

ki zadosca pogojema

Uporabimo . Netrivialne resitve dobimo v primeru A > 0 in tedaj

ob upostevanju robnih pogojev dobimo

Resimo
117 e
eT -
T" + n*T =0,
T,(t) = A, cos (ent) + B, sin (ent),
up(z,t) = T,,(t) Xp(x) = (Ay cos (ent) + By sin (ent)) sin (nz) n € N,
Z up(x,t) Z (A, cos (ent) + By, sin (ent)) sin (nz).

n=1

UpoStevajmo zacetni pogoj

0) = ZA” sin (nz), € (0,m).

(o9}
Z nen(—sin (ent) + Bpen cos (ent)) sin (nx),

n=1
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o0
Z Bycn) sin (nx).

n=1

Torej dolociti moramo koeficiente naslednjih sinusnih Fourierovih vrst

[e.e]
cosx = ZAn sin (nz), x € (0,m)
n=1
in

o
g Bycn) sin (nx).

b, = B,ecn =

Izracunajmo Se koeficiente A,, n € N.

2 ™
An:/ cos z sin (nx) dx.
T Jo
Naj bon > 1.
2 [T .
A, = / cosz sin (nzx) dz
T Jo
2 (M1, .
= / — [sin (nx + x) + sin (nx — z)] dz
™ Jo 2
_ 1fcos(n+1z  cos(n—1)z]"
B T n+1 n—1 0
B _l_cos(n+1)7r+cos(n—1)7r_ 1 n 1
B T n+l1l n—1 n+1l n-1
1 [ =D)E)" (e ) (=) 2n
R (n+1)(n—1) n?—1
{ 0 n=2k-1
- 8k . —
2= n = 2k.
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Izracunajmo Se Aj.

2 [T 1 (7
A1:/ cos x sin x da::/ sin (2x) dx = 0.
0 0

s s

= Z (Agg cos 2kct + Bojer) sin (2kz)+
k=1
+ Z A% 1¢08 (2k — 1)ct + Bgj— 1)Ct) sin (2k — 1)x
k=1
_y <8k cos (2kct) sin (2kx) + S sin ((2k — 1) et) sin ((2k — 1) x))
£\ 7 (4k = 1) e (2k — 1) '
4. Poisci resitev valovne enache

482u d%u

0x2 92
a (x,t) € [0,1] x [0, 00) ob pogojih
uz(0,t) =0, wugy(l,t) =0, zat>D0,
in

u(z,0) = cos? i, ?:(x, 0) = sin? (z) cos (mz), za0 <z < 1.

Resitev: Vpeljemo
u(z,t) = X(x)T'(t).

Od koder dobimo

1 T// X//
—— ===\
4T X
(konstanto 4 je enostavneje upostevat pri resevanju diferencialne enac¢be

za T(t).)

Iz robnih pogojev dobimo

ki zadoSca pogojema
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Uporabimo . Netrivialne resitve dobimo za
A=0

in za A > 0, natan¢neje

Xn(x) = cos (nz),n € N,
T/l
4T

T" + 4(nm)*T = 0,

—(nm)?.

T, (t) = Ay cos (2nmt) + By, sin (2nmt),
1 T//
4T

To(t) = Aot + Bo,

=0.

un(,t) = Xn(2)Tn (1),

oo
Zun x,t) = (Aot + Bo)+ Z [A;, cos (2n7t) + By, sin (2n7t)] cos (nmx),

ug(x,t) = A0+Z [2n7 Ay, (—sin (2n7t)) + 2nw B, cos (2nmt)] cos (nmx),

n=1

u(z,0) = By + Z (Ap cos (nmx)), x€[0,1].

n=1

ut(x,0) = Ag + Z [2nmB,] cos (nmzx), x € [0,1].

n=1

Doloéiti je potrebno koeficiente naslednjih kosinusnih Fourierovih vrst.

o0
cos’ mx = By + Z Ay, cos (nmx), € 0,1],

n=1

[e.9]
sin? rx cos T = Ag + Z By2nm cos (nmz),  x € [0,1].

n=1
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1
ap = 2/ cos?(rx) de,
0

1
a, = 2/ cos? (mz) cos (nrx) da.
0

Velja
1 1
cos? (mz) = 5 + 5 cos (2mz),

Ob upostevanju ortogonalnosti dobimo

1

a0:17 an:§7
ag 1 1
Bzizf A: = —
0 9 27 2 a2 2a
A,=a,=0, n#2neN.

Dolo¢imo Se koeficiente druge kosinusne Fourierove vrste. Velja
.2 . L. 1
sin” (wz) cos (wx) = sin (7rw)§ sin (27z) = 1 [cos (mz) — cos (3mx)].

Upostevamo ortogonalnost in dobimo

1 1
1
ap = 2/ sin? (rz) cos (mx) do = 2/ 1 [cos (mx) — cos (3mx)] = 0,
0 0

1
an, = 2/ sin? (72) cos (7x) cos (nmz) dz
0
"1
= 2/ i [cos (mx) — cos (3mx)] cos (nmx)
0
1
1

. n=3
0 : n#1,3

(=

Torej
1 1
Ay=0, Bi2r=a1 217 B36m = a3 = _Z'

Od tod sledi

Blzf 33:—7, Bn:(), n#l,?).

1 1 1 1
u(z,t) = §+8—7T sin (27t) cos (773:)—1—5 cos (4rt) cos (27rx)—% sin (67t) cos (3mz).
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8.3 Toplotna enacba

1. Poisci resitev toplotne enacbe

?u Ou

ox? ot
za (x,t) € [0, %] x [0, 00) ob pogojih

w(0,8) =0, u (gt) —0,

n

u(xz,0) =cosz, za, 0<x< T

Resitev: Vpeljemo
od koder dobimo

Iz robnih pogojev

w(0,8) =0, u (E,t) —0,

za t > 0,

2

2
sledi
T
X(0)=0, X (5) = 0.
Poiséimo tisto reSitev diferencialne enacbe
Xl/
2
X )

ki zadosca pogojema

X(0)=0, X (5) = 0.

2

99

Netrivialne resitve dobimo v primeru A > 0 in tedaj ob uposStevanju

robnih pogojev dobimo

Va="Z —on, A= (20)
2

Xn(z) = Cysin (\f)\x) = Cpsin(2nz), n €N.

Resimo

neN
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In|T|= —(2n)%* + C,
’T‘: e—(2n)2teC’,
T, = Bpe~ @V’ n e N.
un(2,t) = To(t) Xn(z), neN
Za vsak n € N, funkcija u, zadoS¢a parcialni diferencialni enacbi
Uz = Uz in robnim pogojem, ne zadosca pa zacetnim pogojem. Da bi
zadostili tudi zacetnemu pogoju iS¢emo resitev v obliki nastavka

t) = Z up(x,t) = Z Dy~ gin (2nx),
n=1

n=1
kjer pisemo D,, = B,,Cn. Dolo¢imo koeficiente D,, tako, da bo funkcija
u(z,t) zadoscala zatetnemu pogoju.

s

_\ —(2n)%t ; L
0)—;Dne 20t sin (2nz), :1:6(0,2).

).

Torej
oo
coST = Z Dye~ (W’ gin (2nz), =z € (0,

n=1

NN

To je sinusni razvoj funkcije cos z na intervalu (0, g)

o %
D, = 7r/2cosar:sin(2n;v) dz
2 Jo
4 (31 .
= — —[sin(2n+ 1)z +sin(2n — 1) 2] dz
™ Jo 2
2 2n+1)z 2n—1)=z]|>
T oA e T |
2 [ 1 1
B w_(0+0)_<2n+1+2n—1>]
2] 4n
om | @2n+1)(2n—-1)
_ s
7 (4n2 —1)

Pri izrac¢unu smo upostevali enakost
sin (2nx) cosz = % [sin (2n 4+ 1)z +sin (2n — 1) 2] .
Resitev je
= 8n

2
u(x,t) = Z — T 4n2 — 1 e~ sin (2nx).

n=1
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8.4 Dirichletova naloga za pravokotnik

2. Poiséi resitev u = u(x,y) parcialne diferencialne enacbe

Pu

A= T oy =

0, (z,y)€(0,2)x(0,2),
ki zadosca pogojema
u(2,y) = sin %, u(0,y) =0, y€(0,2),
u(z,0) =0, wu(z,2)=0, ze€/(0,2).
Resitev poiséi s pomocjo Fourierove metode (lo¢itve spremenljivk).

Resitev:

Vpeljemo nastavek
u(z,y) = X(2)Y (y).

Nastavek vstavimo v parcialno diferencialno enacbo
2" (2)Y (y) + X (2)Y"(z) = 0.

Od tod dobimo

f]:” Y//
—+ —=0
X + Y ’
kar pomeni
x// Y//
—— ===\
X Y
1z pogojev
u(0,y) = X(0)Y (y) =0,
u(z,0) = X(2)Y(2) =0,
u(z,2) = X(2)Y(2) =0,
sledi

Ker imamo za funkcijo Y (y) dva robna pogoja, najprej resimo diferen-

cialno enacbo
Y/l

=-A
Y Y
ob robnih pogojih Y(0) =0 in Y (2) = 0.
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Iz sledi,

= ()" vt = o ().

kjer lahko zaradi enostavnosti piSemo C,, = 1. Resimo Se diferencialno

enacbo
X//

X pr—
ob pogoju X (0) = 0. Splosna resitev je

_)\n7

nmwx

Xn(z) = A,es + Bhe 2.
Upostevamo Se pogoj X (0) = 0 in dobimo
0=X(0)=A,+ By,
nwx)

Xy (x) =24, sinh (T

un(z,y) = Xp(x)Yn(y) = 24, sinh <$) Cy, sin (%)) = 2D, sinh <?) sin <%))
u(z,y) = 7; up(z,y) = T; 2D,, sinh (%) sin (%))
Iz pogoja u(2,y) = sin (%), y € (0,2) sledi
sin %y = i 2D,, sinh <n721'2> sin (%))

V zadnji enakosti je vrsta na desni strani Fourierov razvoj funkcije

sin % na intervalu (0,2). Velja

2
2D, sinh (m;) =

D1
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9 Verjetnost

1. Vrzemo dve kocki.

(a) Izracunaj verjetnost dogodka A, da pri metu dveh kock pade tako

Stevilo pik, da je njuna vsota enaka Stevilu 10.

(b) Izracunaj verjetnost dogodka A, da pri metu dveh kock pade tako

Stevilo pik, da je njuna vsota manjsa ali enaka Stevilu 10.

Resitev: Elementarni dogodki so dogodk E, .y, kjer so (z,y) urejeni
pari in je x Stevilo pik, ki pade na prvi kocki in y Stevilo pik, ki pade na
drugi kocki. Vseh elementarnih dogodkov je 36 in vsi vsi elementarni

dogodki so enako verjetni.

1

P (Ewy) = 35

A= E@ga) + E5p5) + Euge,

3

36°
asprotni dogode je dogodek, da pade na obeh kKoc tako

b) N i dogodek B€ je dogodek, da pad beh kockah tak

stevilo pik, da je njuna vsota vecja od Stevila 10.

P(A) =P (Ega) + P (Ess) + P (Eue) =

3

B = E5) + Egs6) + Eo6) = 36"
33
P(B)=1-P(BY) = =.
(B) (B%) 36

9.1 Verjetnost vsote dogodkov
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).
2. Iz skatle s Sahovskimi figurami potegnemo eno figuro. Kaksna je ver-

jetnost, da izberemo belo figuro ali kmeta?

Resitev: Naj bo A dogodek, da izberemo belo figuro in naj bo B
dogodek, da izberemo kmeta. Dogodek, da izberemo belo figuro ali
kmeta je dogodek AU B. Vseh sahovskih figur je 32. Vseh belih figur
je 16. Vseh kmetov je 16 in vseh belih kmetov je 16.

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANDB).
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16
P(4) = =2
16
(B) = 35
PA)NB =
- 327

Torej

16 16 8 3
P(AUB)= — 4+ — — — =",
( TR R

3. V posodi je Set belih in dve zeleni kroglici. Na slepo izvletemo dve

kroglici. Koliksna je verjetnost, da smo izvlekli vsaj eno belo kroglico?
Resitev: Naj bo A dogodek, da izvleGemo vsaj eno belo kroglico.

1. nacin resevanja: Naj bo H dogodek, da izvlecemo dve beli kroglici.

P(A)=1-P(H).

G
P(H)_1—é_1—%_%.

2. nacin reSevanja: Naj bo Hpz dogodek, da izvlecemo eno belo in
eno zeleno kroglico. Naj bo Hyzz dogodek, da izvle¢emo dve zeleni
kroglici.
Velja:
A=Hpz+ Hzz,
P(A) = P(ng) +P(HZZ)7

1) (G) _ 12

P(Hpyz) =

() 2%
6\ . (2

P(HZZ) — (2)(8)(0) — ga
()=t

9.2 Pogojna verjetnost

4. Vrzemo tri kovance. Naj bo A dogodek, da se na prvem kovancu
pojavi grb, B pa dogodek, da se grb pojavi na natanko dveh kovancih.
Recimo, da so vsi trije kovanci posteni, se pravi, da je verjetnost za

grb pri vseh kovancih enaka 1/2.
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(a) Doloci vse elementarne dogodke in doloé¢i njihove verjetnosti.

(b) Ali sta dogodka A in B neodvisna?
Resitev:

(a) Hcgg naj bo dogodek, da na prvem kovancu pade cifra, na dru-
gem kovancu pade grb in na tretjem kovancu pade grb. Mnozica

moznih elementarnih dogodkov je
{Hggm chg7 H0997 Hccg7 Hcgw Hccc; Hggg; chc}~

Vsi elementarni dogodki imajo enako verjetnost

(b) Velja
B = Hyge + Hyeg + Hegg,
P(B) = P(H),,. +P(H),, +P(H),, = %
A= Hyge + Hyeg + Hygg + Hyee,
P(A) = P(Hgge) + P(Hgyey) + P (Hygg) + P (Hyee) = %7

AB = Hgge + Hgeg,
2 2
P (AB) = P (Hyge) + P (Hyeg) = 5 = 7.

(c) Dogodka nista neodvisna, saj velja
P(ANB) # P(A)P(B).
P(A) =1/2, P(B) = 3/8, P(AN B) = 1/4.

5. Imamo tri posode s kroglicami. V prvi posodi so stiri bele in pet
rdecih kroglic, v drugi posodi so tri bele in devet rde vcih kroglic, v
tretji posodi pa so dve beli in tri rdec¢e kroglice. Izberemo posodo in

iz nje potegnemo dve kroglici.

(a) Koliksna je verjetnost, da potegnemo dve B kroglici?

(b) Potegnili smo dve B kroglici. Kaksna je verjetnost, da smo ju

potegnili iz druge posode?
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Resitev:
(a) Naj bo H;, i = 1,2,3, dogodek, da izberemo i-to posodo. Velja:

1
P(H); =5, i=123.

)

Mnozica {H1, H2, H3} je popoln sistem dogodkov. Naj bo A do-
godek, da potegnemo dve beli kroglici. Po formuli o popolni

verjetnosti je

3
4 3\ 9 3 2\ 12 2 1\ 5 14
P =2 P(AIH) P (H) <9'8> 26+<12'n> 26+<5'4>26—143

3 &)E

(b) P (Hs|A) = P(Algaf)?wz) _ (7 B _

6. V skupini je 40 oseb, od tega 17 moskih in 23 zensk. Naklju¢no zapore-
doma izberemo eno osebo (brez vracanja). Pois¢i verjetnost dogodka,
da je

(a) Prva izbrana oseba je moski.
(b) Prva izbrana oseba je Zenska in druga izbrana oseba je moski.

(c¢) Prva izbrana oseba je moski in druga izbrana oseba je moski.

(d) Druga izbrana oseba je moski.

Resitev: Oznacimo z F},j = 1,2, dogodek, da je na j-tem koraku

izbrana oseba zZenska. Oznacimo z M;,j = 1,2, dogodek, da je na

j-tem koraku izbrana oseba moski.

(a)

14
P(My) = 4o
(b)
P(Fy N M) = P(R)P(Ma)Fy) = 2510 — 0,951
1 2 1 2 1 40 30 . .
(c)
1716

(d)
P(Mg) = P(MQ N (F1 + Ml)) = P(MQ N Fl) + P(MQ N Ml)
= P(F1)P(My/Fy) + P(M3)P(My/ M)
= 0.251+0.174 = 0.425.
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7. V prvi posodi je Sest belih in §tiri rdece kroglice, v drugi pa en-a bela
in ena rdeca. Najprej na slepo premestimo tri kroglice iz prve posode
v drugo, nato pa iz druge posode potegnemo dve kroglici (na slepo

brez vracanja).

(a) Izracunaj verjetnosti dogodkov, da smo v prvem koraku izbrali
tri bele kroglice, dve beli in eno rdeco, eno belo in dve rdeéi in

tri rdece kroglice.

(b) Izracunaj verjetnost, da smo na drugem koraku izbrali dve rdeci
kroglici.

(¢) Izracunaj verjetnost hipoteze, da smo na prvem koraku premestili
tri rdece kroglice, ¢e smo na drugem koraku potegnili dve rdeci

kroglici.
Resitev:

(a) Naj bo H; dogodek, da v prvem koraku izberemo tri bele kro-
glice.
Naj bo H> dogodek, da v prvem koraku izberemo dve beli in eno
rdeco kroglico.
Naj bo H3 dogodek, da v prvem koraku izberemo eno belo in dve
rdeci kroglici.

Naj bo H4 dogodek, da v prvem koraku izberemo tri rdece kro-

glice. o
P() = (:)(130)(2) =3
Pt = )
puny - 803
puny - B0 1

(b) A naj bo dogodek, da smo na drugem koraku izbrali dve rdeci
kroglici. Mnozica {H;, Ha, Hs, H4} je popoln sistem dogodkov.

Po formuli o popolni verjetnosti velja

P(A) = P(H1)P(A/H1)+P(Hy)P(A/Hy)+P(H3) P(A/H3)+P(Ha) P(A/Hy),
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kjer so pogojne verjetnosti

P(A/Hy) =0,
P(A/HY) = ¢ .
P(A/Hg) =22,
P(A/H,) = % . Z

(c¢) Uporabimo Bayesovo formulo in dobimo

P(Hy)P(A/Hy)
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